Journal 


für die 
reine und “angewandte Mathematik. 


I u zwanglosen Heftem 


Herausgegeben 


von 


A. L. CGrelle. 


Mit thätiger Beförderung hoher Königlich -Preufsischer Behörden. 


Sechster Band, 


In 4 Heften. 
Mit 4 Kupfertafeln. 


Berlin, 1830. 
Bei G Reimer. 


Et se trouve a Panıs chez Mr. Bachelier (successeur de M"* V* Coureier,, 


Librairve pour les Mathematiques Quai des Augustins No. 59. 


SEN A 
| 
| 


1 


Inhaltsverzeichnifs 
des sechsten Bandes, nach den Gegenständen. 


Il. Reine Mathematik. 


Nr, der 

Abhandlung 1. Anal ys is. Heft Seite 

1. T'neorie der Potenzial - oder cyklisch- hyperbolischen Functionen. Von 
Herrn Prof. Gudermann zu [Lleve. 2 2 I. 1 
16. Fortsetzung dieser Abhandlung. . . 

28. Beschlufs des Textes dieser Abhandlung. (Die hierzu gehörigen Tabellen 
folgen im nächsten Bande.) . . . er E39 

2. Nouvelles formules analogues aux series de Taylor et Maclaurin. 
Par MM. Lamd et Clapeyron, colonels du genie au service de Russie. 1. 40 

3. Sur le developpement des forctions suivant des series de lignes trigo- 
nome£triques d’ares imaginaires. Par les m&mes. . I. 45 

x 

5. Note sur les valeurs de la fonction 0. Par M. le comte Guillaume 

(Fortsetzung von No. 28. Bd. V. Heft4. S. 336.) Schreiben des Herra 

N. H. Abel an Herrn Legendre zu Paris. Mitgetheilt durch die Güte 

9, Über die Berechnung. den doppelter Integrale, Von 
Herrn Dr. Ferd. Minding zu Berlin. A 

14. Bemerkungen über höhere Arithmetik. Von Herrn Dr. Stern, Baia» 
sitäts - Docanien zu Göttingen. . . I. 147 

17. Nemarques sur une certaäine transformation des fonctions, fondee sur les 
relations des racines de l’unite. Par Mr. C. Jürgensen de Copenhague. I. 195 

19. Beiträge zu der Lehre von den Kettenbrüchen, nebst einem Anhange 
dioptrischen Inhalts. Von dem Hrn. Prof. 4. F. Möbius zu Leipzig. II 215 

21. Elementarer Beweis eines in der Differenzen - Rechnung vorkommenden 
Ausdrucks. Von Hrn. E. Köhlau, Lieut. im Königl. 26. Inf. -Reg UI. 255 

22. De resolutione aequationum j- series infinitas. Auct. C. G. J. Jacobi, 
prof. math. Regiom. . . ; 
23. Uber mechsnische Onadistaren. Von Th. zu München. 287 

29. De functionibus ellipticis commentatio altera. Auct. C. G. J. Jacobi, 

2. Geometrie 

4. Theorie der Cykloide als Tautochrona. Versuch einer mechanischen 

Discussion nach der antiken geometrischen Methode. Vom Herrn Prof. 
Dr. Lehmann zu I. 

7. Bemerkungen über die im 3. Hefte des & Bandes Es Journals unter 

Nr. 22. enthaltene Auflösung der Aufgabe Nr, 6. Band 3. Heit1. Seite 99. 
Von einem Abonnenten des si 

8. Auflösung zweier Aufgaben aus der sphärischen Trigonomettie. Von 
Herrn Th. Clausen zu München, EEE l. 8 


- 
ya 


Iv Inhaltsverzeichnifs des sechsten Bandes. 
Nr. der 
Abhandlung Heft 
10. Beweis des Satzes No. 68. 2. Band, 4. Heft, S. 395. dieses Journals. Von 
dem Herrn Inzenieur Pr. Lieut. v. Renthe zu Berlin. 2 I. 
11. Beweis einiger geometrischen Sätze. Von Hın. Th. Scheerer, Stud. math, 1. 
13. Uber eine neue Art, in der analytischen Geometrie Puncte nnd Curven 
durch Gleichungen Sets. Vom Herrn Prof. Plücker zu Bonn. 11. 
15. Bemerkung über die Abwickelung krummer Linien von Flächen. Von 
Herrn Dr. Minding zu Berlin. 1. 
20. Uber die analytische Sphärik. Von Hın. Prof. Gudermann zu Cleve. Il, 
26, Zu den Elementen der Geometrie. Von Hın. Prof. Gudermann zu Cleve. LI. 
27. beweis des Lehrsatzes Bd. 3. S. 512. dieses Jonrnals. Von einem Un- 
30. Auflösung der Ace 1. und 2. des Hrn. Steiner im zweiten Bande 
32. Bemerkungen zu der PER TER No. 26, im 6. Bande dieses Journais 
(Heft 3. S. 303.), den Ausdruck des körperlichen Inhalts der Pyramide 
il. Angewandte Mathematık. 
19. Beiträge zu der Lehre von den Kettenbrüchen, nebst einem Anhange 
dioptrischen Inhalts. Von dem Hrn. Prof. A. F. Möbius zu Leipzig. Hl. 
24. Alia solutio problematis a celeberrimo Gaufs in opere: „Deimonstratio 
attractionis, quam etc.” tractati. Auct. Th. Clausen. . » 1. 
25. Zur ia der allgemeinen Kuppelung (Joint universel. Universal Joint.) 
der Wellen. Vom Herrn Dr. Dietlein zu Berlin. . . - - Tr ° 
31. Uber den Stillstand eines Planeten oder Cometen in seiner sinken 
aus einem andern beobachteten Bahn. Vom Hrn. Th. Clausen zu München. IV. 
Aufgaben und Lehirsätze. 
12. The&orömes et problömes sur les nombres 
15. Aufgaben und Lehrsätze, erstere zu ie letztere aufzulösen. . 1. 
33. Einige Nachrichten von Büchern. . » MW. 


215 
290 
246 


AUS 


100 
210 


417 


| 
| 
96 | 
| 98 | 
| 
107 | 
| 159 | 
| 244 
| 303 | 
310 
404 
| 414 
| 
| 
| | 
| 


1. Gudermann. Theorie der Potenzial- Functionen, 


1. 


Theorie der Potenzial- oder eyklisch-hyperbolischen 
Funclionen. 


(Von Herm Pr. Gudermann zu Cleve. ) 


Die cyklischen (trigonometrischen, goniometrischen) oder auch Kreis- 
Functionen gehören bekanntlich der analytischen Geometrie nicht aus- 
schliefslich zu, sondern auch die reine Analysis entwickelt das Wesen der- 
selben auf eine ihr eigenthümliche Weise; sie behält aber die Benennungen 
dieser Functionen sammt ihren Bezeichnungen bei, und macht von ihnen häufig 
einen nicht unwichtigen Gebrauch auch da, wo von Winkeln und über- 
haupt Raumverhältnissen nicht die Rede ist. Die höhere Arithmetik zu- 
mal bedient sich dieser Functionen, um vermittelst derselben Inteerale 
auszudrücken, deren Werthe sonst aus ungeschlossenen Reihen berechnet 
werden mülsten, die aber oft divergiren oder doch so langsam convergi- 
von, dafs zur Bestimmung numerischer Werthe kein unmittelbarer Ge- 
brauch von ihnen gemacht werden kann; selbst im Falle gewünschter 
Convergenz würde die Benutzung der Reihen in angegebener Art den 
techner ermüden. Daher hat man Tafeln für die zusammengehörigen 
Werthe dieser Funetionen oder doch ihrer Logarithimen angefertigt, durch 
deren Benutzung die Schwierigkeiten des Gebrauches der Reihen in Rech- 
| nungen mit bestimmten Zahlen umgangen werden. 

Aber ein durch eyklische Functionen ausgedrücktes Integral (das- 
selbe gilt überhaupt von arithmetischen Ausdrücken, welche eyklische 
Functionen enthalten) kann in der Form, in der es aufgestellt worden ist, 
nicht immer in Anwendung kommen, weil die darin vorkommenden Grö- 
fsen (häufig schon die Constanten allein) bewirken können, dafs die eykli- 
| schen Funetionen imaginär werden, obgleich das integral selbst einen reel- 
len Werth hat. In einem solchen Falle pflegte das Integral umgeformt 
zu werden, damit es logarithmische Kunetionen statt der früheren cykli- 
schen enthielt, worauf es dann in einer reellen, aber fast durchgehends 
unbequemeren Gestalt erschien, die aber geduldet werden mulste, weil 
sie die einzig zulässige war, obgleich das Integral für andere Werthe der 

CGrella's Journal d. M. VI, Bd. 1. I 
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in ihm vorkommenden Größen, welche den Gebrauch der eyklischen Func- 
tionen zulassen, in Gemüälsheit bekannter Beziehungen, welche unter sol- 
chen Funetionen Statt finden, vielfach umgeformt werden konnte. 

Das Streben, diese lästigen Beschränkungen zu heben und die Viel- 
seitigkeit der Analysis hier zu retten, wie auch eine gröfsere Gleichmäßsig- 
keit des Verfahrens herbeizuführen, leitete zu der Idee von Functionen, 
welche statt der bisher üblichen logarithmischen, oder auch Exponenzial- 
Functionen, dann eintreten sollen, wenn die Kreisfunctionen ihre unter an- 
deren Umständen nützlichen Dienste versagen, und welche im Gegensatze 
zu ihnen hyperbolische genannt worden sind. 

Die Benennung rührt von der gleichseitigen Hyperbel her, welche 
unter den Hyperbeln überhaupt ungefähr das ist, was der Kreis unter den 
Ellipsen. 

Strenger genommen, sind aber diese hyperbolischen Functionen, 
wenn man auf ihren mit denen des Kreises fast gleichen analytischen Ur- 
sprung sieht, kaum neue Functionen zu nennen; wenigstens machen ihre 
Arten mit den eben so vielen des Kreises ein einziges Geschlecht aus, 
welches das der Potenzial-Funectionen genannt werden mag. 

Durch den Gebrauch der hyperbolischen Funetionen werden die 
vorhin genannten Übelstände gehoben, und es ist mit ihrer Kinführung in 
die Analysis, worauf sie ein gleiches, wenn nicht noch gröfßseres Recht 
als die eyklischen Funetionen haben, die gröfste Mamnigfaltigkeit von neuen 
Formen arithmetischer Ausdrücke, welche nach zu entwerfenden Regeln 
leicht umgebildet werden können, gegeben; Ausdrücke mit imaginären cy- 
klischen Funetionen, welchen ein reeller Werth zukommt, bedürfen bei 
ihrer Anwendung keiner Umrechnung mehr, um diesen Werth zu er- 
kennen; endlich hat dadurch die Einheit des Verfahrens eine allgemeine 
Geltung erhalten. Das Rechnen mit den hyperbolischen Functionen bil- 
det überhaupt einen vollkommenen Parallelismus zu den Rechnungsweisen 
mit den eyklischen, der durch die gewählte Terminologie und Bezeich- 
nung *) überall kenntlich wird und dem Gedächtnisse bei der Bewahrung 


*) Ähnlich den eyklischen Functionen: cosx, sinx, col&x, arc (sin=z), 
are (cos==z), are (tang= x), arc(col==z), sind die hyperbolischen Functionen bezeichnet 
durch Sina, Tangr, Cotx, Arc (Sin=x) eice Wem diese deutschen Vorsyi- 
ben, welche den Gegensatz aber noch mehr ausdrücken, milsfallen, der kann dafür 
lateinische Vorsylben mit grolsen Anfangsbuchstaben nehmen. 
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der am häufigsten vorkommenden Beziehungen zu nicht geringer Frleich- 
terung dient. 

Da nach einiger Übung das Rechnen mit den hyperbolischen Func- 
tionen noch bequemer von Statten geht, als das mit den eyklischen, und 
man in jedem Augenblicke von jenen auf diese überspringen kann, so 
fühlt man sich geneigt, mit ihnen fast ausschliefslich zu rechnen, wenn 
man im Gebiete der allgemeinen Arithmetik ist, und zwar aus ähnlichem 
Grunde, aus welchem man umgekehrt in trigonometrischen, die Vorstel- 
lung eines Winkels mit sich führenden Betrachtungen nicht zu den hyper- 
bolischen Functionen greifen, sondern die Rechnung mit den ceyklischen 
anlegen und durchführen wird. 

Olfenbar besteht aber die erwähnte Einfachheit und Leichtigkeit 
der Rechnung mit hyperbolischen Funetionen nur im analytischen Sinne, 
d.h. so lange die Werthe dieser Functionen entweder unbestimmt oder 
unbekannt sind, und durch sie ist wenig erreicht, wenn man nicht im 
Stande ist, die bestimmten Werthe der hyperbolischen Funetionen für 
eine als ihren Arcus gegebene Zahl, und umgekehrt diesen aus jenen nach 
einer sich gleich bleibenden und insofern allgemeinen Methode ohne viele 
Mühe mit einem befriedigenden Grade der Genauigkeit in der Form von 


Decimalbrüchen anzugeben. 
Aber diese allerdings sehr erhebliche Schwierigkeit, welche sich 


der Einführung der hyperbolischen Functionen und ihrem Gebrauche in 
der Analysis, wenn er reellen Nutzen haben soll, entgegenstellte, und wo- 
durch diese sonst sehr einfache Idee bisher mag vereitelt worden sein, 
hat der Verfasser durch eine ungewöhnliche Anstrengung gehoben, indem 
er Tafeln von bedeutendem Umfange angefertigt hat, welche ziemlich eben 
so für die Rechnungen mit den hyperbolischen Funetionen zu gebrauchen 
sind, wie die sogenannten logarithmisch -trigonometrischen Tafeln zur Rea- 
lisirung der Werthe der ceyklischen Funetionen täglich in Anwendung 
kommen. Nur die lebhafte Vorstellung des durch diese Tabellen zu stil- 
tenden Nutzens konnte dem Verlasser den nöthigen Muth und die erfor- 
derliche Ausdauer geben und den Überdrufs vermindern, welchen der bei 
solchen Arbeiten nothwendige Mechanismus erzeugt. Was würde die Tri- 
gonometrie ohne trigonometrische Tafeln, was würde eine Theorie der hy- 
perbolischen Funetionen ohne Tabellen für ihre Werthe oder die Werthe 
ihrer Logarithmen helfen ? 
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Simmiliche hyperbolische Funetionen, deren vielseitiger nützlicher 
Gebrauch von Kennern der Analysis auch ohne die im Werke enthaltene 
Theorie der Potenzial- Functionen anerkannt werden wird *), sind sowohl in 
ihren Beziehungen zu einander als auch zu den eyklischen Functionen geo- 
ınetrisch auf mehr als eine Weise versinnlicht worden. In gedrängter 
Darstellung sind daher einige Curven behandelt worden, unter welchen die 
von dem Verfasser sogenannte Longitudinale und die alibekannte Ketten- 
linie dureh ihre früher zum Theil unbekannten Eigenschaften einige Aul- 
merksamkeit auf sich ziehen werden. 

Die Theorie der Potenzial-Funetionen, welche hier geboten wird, 
macht nicht auf eine solche Vollständigkeit Anspruch, dafs alle einschlü- 
gige Fragen darin beantwortet wären; Vieles, was der Scharfsinn der 
Analytiker in Hinsicht auf die cyklischen Functionen fand, hätte noch 
aufgenommen und auf die hyperbolischen Functionen unter nöthigen Ab- 
ünderungen übertragen werden können. Auch in der Aufnahme des Ei- 

genen hat häufig eine Beschränkung Statt gefunden, und es ist selbst ein 

“ganzer Abschnitt weggelassen worden, welcher Reihen enthält, nach wel- 
chen bei gleichen Arcus die hyperbolischen Functionen aus den eykh- 
schen, und umgekehrt diese aus jenen zu berechnen wären, weil der 
Nutzen zu gering schien, obgleich die Reihen selbst zum Theil wegen der 
Gesetze ihres Fortschrittes anziehend sein mögen. Statt dessen ist aber 
der Theorie ein Anhang beigegeben worden, welcher zwar den anfäng- 
lieh beabsichtigten Umfang überschritten hat, aber dafür Dinge behandelt, 
die in einer mehr oder minder nahen Beziehung zu dem in der Theorie 
Behandelten stehen, und welcher auch, abgesehen davon, vielleicht nicht 
überall als unwillkommen erscheinen möchte. 


*), Schon Lambert erkannte den Nutzen der hyperbolischen Functionen. 


Anm. d. Verf. 
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Erster Abschnitt. 
Von den Potenzial-Functionen überh aupt. 


1. 
Die Potenz u“ kann in der Form einer zweitheiligen Größse P+-Q der- 


; 1 
gestalt angegegeben werden, dafs auch ihr reeiproker Werth — oder u”* 


dieselben Theile P und Q hat, nur dafs der zweite Theil 0 das entgegen- 
gesetzte Zeichen erhält. Setzt man in der That: 

l. P—(, 
so findet man rückwärts für die Theile P und 0 die beiden folgenden 
Ausdrücke: 


ur 
Pom und Q= 


Da die Gröfsen P und Q mit den Potenzen u” und u” auf eine sehr ein- 
fache Weise zusammenhängen, so mögen sie Potenzial- Functionen 
heilsen. Sie sind in der That Functionen des gemeinschaftlichen Grund- 
factors u und des Exponenten x der beiden Potenzen. 
Die Multiplication der Gleichungen (1.) führt zu der Gleichung: 

woraus ınan sieht, dafs die beiden Potenzial-Functionen P und Q derge- 
stalt von einander abhängen, dafs man aus dem Werthe der einen den 
der auderen berechnen kann, ohne den Grundfactor z und den Exponen- 
ten © zu kennen. 


Die Function = 


heifse der Cofinug der Zahl & für die 


. . — u! 
Grundzah! z und eben so die Function O = —— der Sinus der Zahl 


x für die Grundzahl v. Die Bezeichnung mag folgende sein: 


ur uX — 
4. = = und Gin(x,u) - 
Die den gegenseitigen Zusammenhang zwischen dem Cofinus und Sinus 
ausdrückende Gleichung ist dann: 


5. Kos(z,u)’ — Ein 1 


$. 2. 
Bekanntlich kann man die Potenz u“ nach Potenzen des Exponen- 
ten x entwickeln, und wenn logu den natürlichen Logarithimen von u be- 
zeichnet, so hat man: 


_ | 
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(zlogu)? (x log u)® 


welche Reihe zwar nie hai, aber doch immer convergirt, welche 
Werthe man auch für x und # in Rechnung bringen mag. 

Zur Abkürzung mag weiter gesetzt werden: O=1; !’=1; ?’=1.2; 
1.2.3; 0’—=1.2....0; und Es wird 
dann die an diesen Beispielen gezeigte Art der Bezeichnung im Nachfol- 
genden festgehalten werden. Man kann dann ferner die ganze Reihe ein- 
facher also darstellen: 


f o 
(log u) und S(—1). (x log 


’ 


so dafs das dem allgemeinen’Gliede vorgesetzte Summenzeichen S sich 
auf die veränderliche positive ganze Zahl & bezieht und die Forderung 
enthält, dafs man für & nach einander die Werthe & = 0, 1, 2, 3, etc. zu 
setzen, und die durch solche Speeialisirung des allgemeinen Gliedes erhal: 
tenen besonderen Glieder zu addiren hat. 


Nimmt man für zu die Grundzahl e des natürlichen Logarithmen- 
systems, so ist lgu=e=1, und die Reihen werden dann einfacher: 


zus und = 5(—1)° - 


Die sich auf die Grundzahl e beziehenden EN hei- 
fsen natürliche, und in ihrer Bezeichnung darf diese Grundzahl der 
Kürze wegen wegbleiben; so dafs also 

Gos(x,e) = und Gin(x,e) = 
Die Grundformeln sind dann folgende: 


Die Reihen für den natürlichen Gofinus und Sinus sind weiter: 


ac® ar 


(2e; 


In Anwendung dieser Reihen findet man am leichtesten für <=1 die 
beiden Werthe: 

= 1,54308 06348 15243 77847 79053, 

Sini1 = 1, 17520 11936 438501 45688 23812. 
Da num e=&os1+ Eint und ist, so findet man hier- 


aus leicht: 


ve 


| 
5 
x 
| 
|| 
I 
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— 2, 71828 18284 59045 23536 02865, 
0,36787 94411 71442 32159 55241 ®). 


$. 3 

Dividirt man den Sinus einer Zahl durch ihren Cofinus, wobei aber 
beide Functionen auf dieselbe Grundzahl bezogen werden, so heilse der 
Quotient die Tangente jener Zahl: in Zeichen: 
Ein (x, u) Einx 
608 (x, u) 
Wird umgekehrt bei einerlei Grundzahl der Cofinus einer Zahl durch ihren 
Einus dividirt, so heilse der Quotient die Cotangente dieser Zahl; oder in 
Zeichen: 


1. Tang(x,u) = 


(x, 


Die TZangenten und Gotangenten sind also abgeleitete Potenzial-Functionen, 
und zwar ist: 


x 
Zang(x,u) = und Got (x, u) 


50 Wwıe: 


Aus diesen Bestimmungen des Wesens der vier Potenzial-Funetionen und aus 
der Gleichung — Einx’=1 folgen noch leicht nachstehende Formeln: 


En = — Ginz Zange. 1 
(03x 

1 — = —— 
Tann— x = — Tanya und 
— — Gut — 1 


— 
wodurch der gegenseitige Zusammenhang unter den vier Arten der Po- 
tenzial-Functionen zur Genüge ausgedrückt wird. Für &=0 hat man 
endlich noch die besonderen Werthe: 


*, Der hier und im Nachfolgenden vorkommende Gebrauch des dem allgemeinen 
Gliede einer heihe vorgesetzien und sich auf gewisse veränderliche, im allgemeinen 
Gliede vorkommende positive ganze Zahlen 7, etc., welche auch zuweilen 
gewissen Bedingungsgleichungen genügen inüssen, beziehenden Summenzeichens 5 wird 
leicht begriffen ; Weiteres äsrüber findet man in Rothe’s Theorie combinatorischer 
Integrale. Das von ihm vorgeschlagene Zeichen 3 ist aber hier in $ abgeändert wor- 
den, weil jenes Zeichen nach dus. allgemeinsten Gebrauche einen Rückgang von der 
Dillerenz einer Function zu der Function selbst oder eine Integration der Differenz Er 
schreibt, und namentlich, nach der Bezeichnung Euler ’s: const. i 
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4. 
Die auf eine Grundzahl u bezogenen Potenzial-Functionen lassen 
sich leicht in natürliche vewandeln; denn da u* = e*!’:“ ist, so hat man: 
uX ur ex — e-xlogu 


2 2 


exigu ex logı 


2 2 


oder einfacher: 

= Cos(zlogu) und Ein(z,u) = Ein(xlogu). 
Hieraus findet man ferner für die Tangenten und Cotangenten die Formeln: 
2. Zang(a,u) = Tanyg(x.logu) und Cot(x,u) = Cot(x.logu). 

Da also die Zurückführung aller Potenzial-Funetionen einer Zahl 
au! natürliche so einfach ist und nur eine Multiplication der Zahl verlangt, 
so brauchen die ferneren Verhandlungen sich fast nur über die natürlichen 
Potenzial - Funetionen zu verbreiten. 


Stellt man sich die Beziehungen, welche zwischen den Potenzial- 
Functionen und ihrem Argumente Statt finden, umgekehrt vor, so heilst 
dieses Argument der Arcus der gegebenen Potenzial-Function, welche 
nun als Argument dient. In Zeichen wird solche Umkehrung ausgedrückt, 


wie folgt: 
Arc (Cos= 2). 


Ar 
z, soist = 2). 
ist z, soist Arc(Sor =2). 
Man kann in Auwendung dieser Bezeichnung geschlossene aritlımetische 
Ausdrücke angeben, welche zur Berechnung der Xrcus aus den Functio- 
nen Golinus, Ginus, Tangente und Cotangente dienen. Fs folgt nemlich aus 
den Formeln 
e = (user -- Einer und = — Eintr, 

indem man die natürlichen Logarithmen nimmt: 

x —= und —x = log (lose — Einz). 
Setzt man daher (use=z, so ist und also 

2. los(z + y(#—1)) = —log(z—y (2’—1)). 

Setzt man aber Sinr=2, so ist Coex—=y(z’+-1), und also 


3. Mel&in= 2) los (y(?+D)+2) = — 2). 


nr = z, sokt 


| ist Zangx 


| 


a 


| 

- 
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Ein 
+ Sina/ 
man Tange=z, und man erhält: 


7. = 110g (2) = los 
Die letzte Formel kann man auch in der nur wenig veränderten Form: 
Zan=1—rv) = = (= 1) 


darstellen, in der sie zu einer künftigen Entwickelung vorbereitet ist, 


log( Tangr 


Weil man weiter log( ) sefza 
wei ;log Hr hat, so setze 


Zweiter Abschnitt. 


Eintheilung der Potenzial-Functionen in zwei Geschlechte 
mit gleich vielen Arten. 


6. 

Die Potenzial-Functionen können sowohl auf mögliche als auf un« 
mögliche Xrcus bezogen werden. Die Einheit der möglichen ist #1, die 
Einheit der unmöglichen —1. 

Zunächst giebt die Zurückführung auf natürliche Potenzial-Functionen ; 

(zy—1,u) = ((vlogu).Y—1), 

= Ein ((vlogu).Y—1). 
Um aber die natürlichen Cofinus und Sinus genauer zu erforschen, dienen 
die im $. 2. angegebenen Reihen; man findet: 


(eV — 


Snay—ı) = v1: 
und da 
ist, so hat man die beiden Formeln: 
= 
et P—Qy—1, 
so dafs die beiden Reihen P=S(—1)". und O=S(—1)*. 


2e+1)' 


nicht mehr imaginär sind, oder Y—1 nicht mehr enthalten. 
Die jetzige Reihe P heilse wieder der Cosinus und die Reihe Q der 
Sinus von x, nur werden sie mit lateinischen Vorsilben, welche kleine An- 


fangsbuchstaben führen, zur auffallenderen Unterscheidung bezeichnet; also: 
Crelle’'s Jonrnal d. M. VI. Bd. 1. Hft, 2 
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2 6 3 


3 5 7 
Man hat also Cos (ey —1) = cosx und = (sinx).y—1. Aber 
auch umgekehrt hat man —1)=Gosx und sin(ay —1)=(Eina).y —1. 
Will man für die Functionen cosx und sin® geschlossene Ausdrücke ha- 
ben, so leitet man aus den Gleichungen er’ — 008% +sinz.Yy—l und 


eY = — cosr—siney—1 leicht die beiden folgenden Ausdrücke her: 
ex V er exV —ı__ XV —ı 
5 und sine = 571 . 


= 


Um nun die Funetionen Cosx und Einx unter der Annahme, dals x mög- 
lich sei, von den Functionen cosx und sin® zu unterscheiden, mögen jene 
hyperbolische, diese hingegen eyklische Potenzial-Functionen hei- 
fsen. Die Gründe dieser Benennungen werden später vorkommen. Auch die 
Tangenten und Cotangenten werden also unterschieden. Setzt man nemlich: 


cosx 


sin x 
tangx 


und cotx = 


als Bezeichnung der eyklischen Tangenten und Cotangenten fest, so fin- 
det man: 


Tang(ay—1) =(tange).y—l, tang (ey 
und eben so 


so dafs also der Übergang von den hyperbolischen Functionen zu den cev- 
klischen gleichförmig ist mit dem Rückgange von diesen zu jenen, 


% 

Die Multiplication der Gleichungen er — 008% und 
— —1 giebt die neue Formel: 

cosx’ sinx® —= 1. 

dieselbe erhält man auch, wenn man in der ähnlichen früheren Eos &— Ein «* 
— 1 für x nur cy—1 an die Stelle setzt, weil 
ist. Mit der so eben hergeleiteten Gleichung gehören noch die folgenden 
zusammen: 


tangx.cotx = 1, 
1 

1 + tangı = 
1 


i-+- cotx* 


/ \ Y_-1?’ 
Sinne 
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wodurch man in den Stand gesetzt wird, aus dem Werthe einer der vier Func- 
tionen cos, sinz, tangx und cotx jedesmal die drei anderen zu berechnen, 
Ferner hat man, wenn gesetzt wird: | 

ut — (x, u) + sin (x,u)y —1 und cos (x, u) —sin (x, u) Y—1, 

die Formeln: cos (x, u) =cos(xlogu) und sin (x, 2)=sin (xlogx); wie auch 
endlich = Ein(ey—1,u) = sin (x,u).Y—1, 
mit den umgekehrten Formeln: 

—1,u) = (x,u) und sn(ey—1,u) = 


8. 

Zur Berechnung von c0s& und sinx dienen die in $. 6. angegebe- 
nen Reihen, welche ebenfalls immer convergiren. Die Anwendung dersel- 
ben ist am einfachsten für ©=1; man findet dann: 

eos1 = 0, 54050 23055 68039 71740 09567, 

sin 1 = 0, 84147 09848 07896 50665 25024, 
welche Werthe in die Gleichmgen + sinl.y—1 und 
eY=— —sinl.y—1 substituirt werden können. 

Für <= 0 findet man, wie früher: 

cs0=1; snO=0; tangd=0O und 
Stellt man sich die Beziehung zwischen den cyklischen Funetionen und 
ihren Arcus umgekehrt vor, so hat man folgende Darstellungsweisen : 


It cox = z, so x = arc(cos 

It = z, soist x = arc(sin =). | 
Ist tange = z, sost x = arc(tang=). Ä 
It ctx = z, sost x = arc(cot | 


Die Arcus gegebener cyklischer Potenzial- Functionen lassen sich 
eben so wie die der hyperbolischen in geschlossenen Ausdrücken angeben. 


So hat man z. B. 
arc(tang=z) = log 
9. 
Die für Cosx und Ginx angegebenen Reihen geben unmittelbar zu 
erkennen, dafs die Werthe dieser beiden hyperbolischen Functionen im- 
merfort wachsen, wenn der XArcus x zunimmt, und dafs sie also jeder auch 
noch so grofsen Zahl gleich werden können. Aber nur der (hyperbo- 
lische) Sinus kann jede Kleinheit erreichen, denn für = 0 ist er 
selbst Null, der Cofinus hingegen ist immer > 1, und nur für ist 
2* 


» 
4 
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er selbst =1. Auch bleibt der hyperbolische Gofinus einer Zahl immer 
gröfßser als ihr Sinus; denn da Cos®’— ist, so ist Cosa’> Einr?, 
und also Cosx > Sin«. 


Da weiter Tangr = - Sog go ist Zange immer <1; übrigens wird 


die hyperbolische Tangente eines Arcus immer größer, wenn der Arcus 


wächst, welches durch die Formel 1— Tangx’ = klar wird; sie 


nähert sich also von Null an dem Werthe Eins, als einer unerreichbaren 
Grenze. Eben daher nehmen bei wachsendem XArcus die hyperbolischen 
Cotangenten von Z animmer ab, und nähern sich der Grenze Eins ebenfalls 
ins Unendliche. . 

Bei weitem schwieriger ist es, das Verhalten der eyklischen Func- 
tionen beim wachsenden Arcus im Allgemeinen anzugeben, da aus den 
Reihen für cosx und sinx nicht so leicht ihr Fallen und Steigen im Werthe 
erkannt wird, und aus der Gleichung cos#°’+ sinz’==1 nicht zu ersehen 
ist, ob cosx> oder <sinx 

Schliefslich mögen noch einige Ausdrücke für die Potenzial-Func+ 
tionen angegeben werden, welche bisweilen mit Nutzen zu gebrauchen 


sind. Setzt man nämlich e*=v, so ist e*=— und z=logv. Werden 


diese Werthe substituirt, so hat man 
vo’ —1 v2 ——1 
Soslgv = Einlgv= —, > Zanglogv 


Die Addition der beiden ersten Gleichungen giebt Coslogv+ Sinlogev=v, 
was auch anderweitig leicht erhellet. 


Setzt man in der letzten Gleichung v=y (!v—1), also ?=Iıv—1, 


so erhält man = 


Leicht findet man auch die drei folgenden Formeln: 


1-4 1 w 


Tanglog tw _ 


— W 


Setzt man in den vorigen Formeln z.B. v—=2, so findet man: 
Coslog2=%; Sinlog”=3 und Tanglog?=3, 
als einfachste rationale Werthe der hyperbolischen Functionen; der Yrcus 


ist aber: 
log? = 0,6931 4718 0559 9453 0941 7232 1214 5817 6568 0759 .:+:» 
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Dritter Abschnitt. 


Die einfachsten Bezichungen unter den Potenzial-Functionen 
verschiedener Areus. 


$. 10. 

Für das gewöhnliche Rechnen mit den hyperbolischen und eykli- 
schen Functionen ist es nothwendig, den Zusammenhang dieser Functio- 
nen bei einer Beziehung auf verschiedene Xrcus zu kennen und in For- 
meln auszudrücken. Wird die Menge dieser Formeln nicht obne Noth 
vergrößert, so können sie vom Gedüächtnisse bewahrt werden. 

Da Cosa + und = Eind ist, so erhält man 
durch Multiplication : 

er? — Cosa. Cosd + Cine. + Eine. Cosd + Cosa.Eind. 
Eben so giebt die Multiplication der Gleichungen e” = Cosa — ©in« und 
— Einb: 

+ Sine. — Eine. Cosd — Cosa. Ein). 


e-a@-b 
Da nun aber = und ©in(@ = > 


ist, so findet man durch Substitution der vorhin entwickelten Producte die 


beiden Formein: 


1. Cos(@ +5) = + Gina.Ein), 
2. +5) = Eine. Cosd + Cosa.Gin). 
Setzt man in diese Formeln —5 für d, so erhält man noch, da Cos—D 
und Sin—b = —Eind ist, die beiden Formeln: 
3. = Cosa. — Gine.Eind, 
4. = Eine, — 
Will man statt der hyperbolischen Funetionen cyklische haben, so setze 
man nur in den erhaltenen vier Formeln ay’—1 für @ und zugleich by —1 
für 5; die neuen Formeln sind dann: 
9.  cos(a-+b) = cose cosb — sine sind, 
6. sin(@-+-b) = sinacosdb + cosa sind, 
7. cos(@—b) cosa cosb + sina sind, 
8  sin(@—b) = sine cosdb — cosa sind, 
Vermöge dieser acht Formeln kann man aus den bekannten Ginus und 
Cofinus zweier Arcus den Sinus und Cofinus ihrer Summe und ihres Um 
terschiedes berechnen. 


©. 
1 3 
“ 
= 
i 
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Man kann den so eben hergeleiteten Formeln auch folgende Gestalt 
geben: Cos(a+b) = Cosa.Cosb(1+ Tanga. Tangb), 


Ein(a+b) = (Tange + Tangb), 
cos = cose.cosdb (l+tange.tangb), 
sin (a = cosa.cosb (tange + tangb), 
und durch Dividiren erhält man dann ferner die vier neuen Formeln: 


Tanga + Tangd tanga--taneb 
— b) = 
1-4 Tanga. Tangd? tang ) 1—tanga.tangb? 


Sanga— Tangb tang a—tangb 

1 — Tanga. Tangb’ tanga .tangb” 
Aus den bekannten Tangenten zweier Xrcus lassen sich nach diesen For- 
meln die Tangente ihrer Summe und die ihres Unterschiedes berechnen. 
Für die Cotangenten könnte man leicht ähnliche Formeln herleiten. Mau 
hat übrigens noch die vier folgenden Formeln: 


= tang(a—b) = 


Ein(a- 2) sin (@a-+-b) 
J 
N ng Sosa.Kosb? tange 4 tang 
Ein(a—b) sin (a—b) 
"3 ta tang cosacosb 


Die Summe und der Unterschied zweier Tangenten können biernach im- 
mer in einen eingliedrigen Ausdruck umgesetzt werden. 
Setzt man in früheren Formeln (des $. 10.) > sowohl für « als 
auch für 5. so erhält man: 


1. = 2 und sina = 005, 
2. + Enz und = 0085 — Sin; 
a a 
— 2tangz 
3. Zange = und tange = 
1 Tan 1-—tans — 
Die Formeln (2.) haben Ähnlichkeit mit den Formeln: 
1 — Ein und I= 007 +sinz; 
und durch ihre Verbindung mit diesen erhält man die neuen Formeln: 
4 1 + cosa = 2%cos 
a? a? 


= 26ın 1— cosa = 2sin—. 
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Durch Division erhält man hieraus weiter: 

Sosa—l a 
un. taz = 
Macht man die Zähler oder auch die Nenner der letzten Ausdrücke ratio- 


nal, so entstehen die umgeformten Ausdrücke: 


6. Tang = 


a Eina a—1 a sina 1—cosa 
Diese Ausdrücke lassen sich auch auf folgende Weise darstellen : 
1 a 
— — — 
8. Tang- = — tang — cot 
1 a 
Cot 2 Cora &Eina cot sina cot 
Durch Addition und Subtraction erhält man hieraus ferner: 
a a 2 Aa a 2 
11. + —= cot— — tang — = Lcote. 
I:ndlich giebt die Umkehrung der Formeln (6.) die neuen: 
2 
1— lang 
12, = und co80 = 
1 — Tang 1-+tang 
33, 


Producte von ©inus und Cofinus lassen sich in Summen und Un- 
terschiede solcher Functionen, und umgekehrt diese in jene umsetzen. Da- 
zu dienen die Formeln: 

sin .sindb = 3cos(a—b)— 
und sine.coss =3sin 
welche dureh die einfachsten Verbindungen der Formeln des $. 10. ge- 


wonnen werden. Setzt man hierin weiter für und - Hr 


so erhält man noch: 
Cosa + Cosd = TI . cos b cosa = 


und 


> 
sine snd= 


> 
—.008 ——, 


Sine+ .Cos 


| a-b 


15 
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Aus diesen Formeln können wieder neue abgeleitet werden; unter andern: 
Cosa — los)’ Ein — Eind’ = Gin(« +5), Sin(e—)), 
cos — = sin — sind? sin(@+b). sin(@—D). 
14. 

Der Gleichung nimmt der Werth des cy- 
klischen Cosinus ab, wenn der eyklische Sinus zunimmt, und umgekehrt. 
Da ferner, ungeachtet der ins Unendliche fortgesetzten Vergrößserung des 
Arcus #, die Functionen sink und cos# im Werthe nie mehr betragen als 
+1, so entsteht die Vermuthung, zu verschiedenen Arcus nicht im- 
mer verschiedene Sinus und Cosinus gehören, und auch, dafs es einen oder 
mehr Arcus geben werde, deren Sinus so grols sind, als ihre Cosinus. 
Stellt Z den kleinsten dieser Arcus vor, falls es deren mehr giebt, und 
setzt man sinö = cosäk, so findet man 

snö=y3%, und also auch cosk=y}. 
Das Vierfache dieser Zahl 4, welche später berechnet wird, ist mit m be« 
zeichnet worden, und man hat also: 


ST 


En("y—1)=v—i und Cs(7 = v3, 


also auch 


so W K 


tang — = 1 (I = —1. 
Setzt man in der Formel cose = 25 oder an die 
Stelle von «@, sc erhält man und die Formel sine=2sin 008, 
siebt sin —— -Fi. 


Setzt mau in den so eben gebrauchten Formein e=7, so findet 
man cosr —1 und sur=(. 

Wird weiter in den Formeln cos(@+b) = cos a cosd — sine sin 
und sin(@ +2) = sine cosb + cose sind für gesetzt und für gesetzi 


—, 50 findet man cos!==0 und sinir=—1. Aufähnliche Art findet 


man cos?r—=1 und sin?2r=0. 
Setzt man endlich in den Form cos (@ =cos« cosd Fsine sind 
und sin (at b)==sina cosb + cose sind, 2 an die Stelle von 2, so findet man 


== 
also auch tang(a +27) = tange, 


sın = 
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Man darf also den Arcus einer cyklischen Function immer um Ir, 
und also überhaupt um ein Vielfaches der Zahl ?r vermehren oder ver- 
mindern, ohne dafs dadurch der Werth der eyklischen Funetion im min- 
desten verändert wird; sie sind also periodische Functionen, weil im- 
mer dieselben Reihen ihrer Werthe wiederkehren. 


15. 

Wollte man Tabellen für die eyklischen Functionen entwerfen, aus 
welchen für jeden Arcus der Werth einer ihm zugehörigen eyklischen 
Wunetion entnommen werden könnte, so reicht es, wie man bald einsieht, 
hin, die Werthe des eyklischen Sinus und der eyklischen Tangente für 


IT 
die wachsenden Arcus zwischen den Grenzen O und 5 zu berechnen, 


weil sie zur Realisirung der Werthe auch der übrigen eyklischen Functio- 
nen dienen, und auch dann noch dazu dienen, wenn der Arcus wreit über 


die genannten Grenzen hinausgeht. Die Formeln sine = cos (2—.e) und 
tange = cot (= _ a) , welche leicht bewiesen werden, zeigen nemlich, dafs 


die berechneten Sinus zugleich Cosinus, und die berechneten Tangenten 
zugleich Cotangenten sind, wenn nur die Arcus dieser von den Arcus je- 


T .. 
ner allemal zu ergünzt werden. 


Ist aber ein Arcus grölser als 2 und <7r, so dienen zur Kealisi- 
rung der Werthe eines solchen Arcus die Formeln: 
sink=sin(w—Ä); cos = — cos(r—Äh); tangk = —tang(r und 
cotk = — cot 
oder auch die folgenden: 


sink = c08 (5); cosk = —sin (k—*); tangk = — cot und 


5) 
Ist ein Arcus k>r, aber <?7r, so rechnet man nach den Formeln: 
= —sin(k— rm); cosk=—cos(k— m); tangk =tans(k— m) und 
cot k = 

Ist ein Arcus A>3r und <?r, so dienen die Formeln: 
cosk= cos(!r—i); tangk = —tangs(Is—/) und 
cot # = —cot(?r—k). 

Ist endlich der Arcus 4>?r, so wird man so oit 2 davon sul» 
traliren, als es angeht, weil eine solche Verkleinerung auf den Werth de: 
(relle’a Jonrnal d. VI. Bd. 1. Hft. 3 
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eyklischen Function keinen Einflufs hat; und da ihr Arcus dann < 2 ist, 


so kann ihr Werth nach den vorigen Regeln aus der erwähnten Tabelle 
entnommen werden. 


Die willkürliche Eintheilung der Zahl Zr in 360 sogenannte Grade, 
wie auch die neuere Eintheilung derselben Zahl in 400 (kleinere) Grade 
nebst den Unter- Abtheilungen, sind bekannt; auch die Einrichtung und der 
Gebrauch der sogenannten trigonometrischen Tafeln. 


Von den mehreren Formeln, welche gewöhnlich in den Lehrbüchern 
der Trigonometrie aufgestellt werden, finden hier nur noch wenige Platz, 
weil sie später in Gebrauch kommen. 


Da 1+sina=1+c0s(4 —«) ist, so hat man: 


I+sınae = 2 (cos (2—2)), 


1. 
1—sına = 2(sin 


Da ferner + = 1 und =sin« ıst, so er- 


hält man dureh Addition und Subtraction: 


+ sin —= y(1l-sine), 


a 
0087 yv(1i—sine), 
also auch: 

cos — + sin — 1--tang — 

2 2 2 

$. 16. 


Werden die Potenzialfunetionen auf einen Xrcus von der Form 

a --by—l kezogen, so gestatten sie eine Entwickelung, wodurch sie un- 

ter die älnliche Form 4+By—1 gebracht werden, nemlich für die hy- 
perbolischen Functionen: 

(a —1) 

Cos («—byV—1) 


Gosa.cosb + Sine.sind.v—1, 

Cosa. cosb — 
Ein(@ Gina.cosb + 
Eina.cosdb — Cosa.sind.y—I. 

Für die cyklischen Funetionen erhält man die ähnlichen Formeln: 
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cos(a +by—1) = cosa.Cosb — 
cos(@a— by —1) = cosa.Cosb + sine .Gind.y—1, 
sin(@+by—1) = +oosa.Sindb.y—1, 
sn(@—by—1) = sine —cose .Ginb.y—1. 
Ohne auf die möglichen Verbindungen unter diesen Formeln einzu- 
gehen, beschränken wir uns auf specielle Annahmen, welche die Größe 
von b in den vier ersten Formeln betreffen. 


Setzt man = >, so hat man die beiden Formeln: 
(e +3 y—1) = +6ina.y—1, 
Sin (a = 


Wirddb=r= gesetzt, so sind die Formeln: 
tr = — Cosa, 
Eine tr y—1) = — Eine. 

Für 6=3.7 erhalten wir die zwei Formeln: 


tiry—1) +6&ina.y—1i. 

Setzt man endlich 2 gleich einem Vielfachen der Zahl Ir, oder 
b=?2nr, so hat man, wenn z eine ganze Zahl ist: 

(a = Cosa, 
Cine = Eine. 

Die hyperbolischen Funectionen zeigen also auch ein periodisches 
Wiederkehren ihrer Werthe bei unmöglichen Yrcus, und umgekehrt fehlt 
den eyklischen Functionen diese Eigenschaft bei einer Beziehung auf ım- 
mögliche Arcus. 

Was die Zangenten betrifft, so erhält man für sie die Formeln: 


Zang(e+Fy—1) —= (Cote, 
&ay—1) = Tunge, 
= Cote, 


Zange Ina = Tango. 
Zu einer jeden hyperbolischen Function gehören also unzählige Ar- 
(us, die sich um ein Vielfaches des Ausdrucks 2ry —1 von einander un- 
terscheiden; bei den Tangenten und Cotangenten ist dieser Unterschied über- 
haupt ein Vielfaches von sy—1. 
38 
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Vierter Abschnitt. 


Differenziale der Potenzial-Functionen und ihrer JArcus. 
Grundformeln für die Integrale. 


77 
Wenn man Reihe Sinx =S- 


oder einfacher: 


Auf ähnliche Art findet man aus der Reihe für Cosx das Differenzial: 
2. = Ginz.dr. 
Dasselbe Resultat erhält man aber auch, indem man die Gleichung 
diflerenzirt. 


differenzürt, so erhält man: 


Sina . 
Da weiter Tange = S — ist, so hat man 
x 
und werden die früheren Resultate substituirt, so gelangt man zu: 
Eben so findet man 
4, Gotr = == — 


Sinz* 
Setzt man in sämmtlichen Formeln ey —1 für x, so erhält man 


für die cyklischen Functionen die Formelu: 
= cosr.dx, 


6. = —sinr.Or, 
Q 
7. — — 
— 0x 
sın 2” 


Die Differenziale der natürlichen Logarithmen der Potenzialfunetionen sind 
eben so einfach, und zwar: 


9. elogkosr Tangr.dx Ologcosz = 
10. elog&inz = Cotr.dx und dlogsinz = ootr.dz, 
20x 20x 


1l. Slogtangx 


Ein?x sin?2x* 


Seizt man in der Formel für Alogtangx, #17 anstatt x, so erhält 


man 
9 
12. Ologt tang ( +7) = 
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$. 18. 
Setzt man Sine=v, so ist dr =dry(i+v); also 
Sin=v) = 
Setztman so ist Sine=y(v’—1) und 
= 
Auf ähnliche Art findet man noch die beiden Formeln: 
(Tang =v) = und (lt=v) = 
Für die eyklischen Functionen giebt es eben so viele Formeln, nemlich: 
r 
care (sin=v) = 
— 
— 
darc(cot=v) 


Wenn man, umgekehrt, integrirt, so hat man: 


= Ar (Sin=v) + const. =arc(sn=v) + const. 


3) Ar (Cos=v) + const. 4) /7 —arc(cos=v)-- const. 


5) const. 6) 1 are (tang= v) const. 


7) 8) = arc (cot =v) 4-const, 
und oe acht Formeln dienen als Grundformeln für die Integrale, Kann 
man ein vorgelegtes Integral unter eine von diesen For Pr. bringen „ so 
gelingt die Integration mit Leichtigkeit. Bisher sind nur die Formeln 
(2, 4, 6, 8) also benutzt worden; wo man die Formeln (1, 3, 5, 7) 
anzuwenden im Falle gewesen wäre, verzichtete man bisher auf ihre Be- 
nutzung, wegen Mangels sehöriger Ausbildung der Lehre von den hyper- 
bolischen Functionen, und behalf sich mit den sogenamnten logarithimischen 
Functionen, wenn gleich die Form soleher logarithmischer Integrale fast 
nie so bequem war, als man wünschen konnte. Wie ungleichmälsig hier 
das Verfahren der Integralrechnung sei, und welche Weitläufigkeiten aus 
dieser Ungleichmälsigkeit entstehen, darauf braucht wohl nieht aufmerk- 
sam gemacht zu werden, 


\ 
> 
R 
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Fünfter Abschnitt. 
heihen zur Berechnung der Arcus aus gegebenen 
Potenzial-Functionen. 
19, 
Um zuerst die steigende Anorduaung zu wählen, nehmen wir das 
Integral f 7 und entwickeln die Potenz 


nach Potenzen von v’. Setzen wir, in Anwendung der Bezeichnung für 
die Facultäten von Vandermonde: 


—=n(n—1); 
= 
a—1)(n—2); allgemein: [2] = (r)(ra—1) 
u. Ss. Ws 
so ist nach dem binomischen Lehrsatze: 


I 2 3 4 
(«+ a’ 6° + + eic., 
3’ 
oder einfacher: 
(a+b)" S[z] ana ha, 
und also auch: 


Wird auf beiden Seiten mit ©v multiplieirt ve denn integrirt, so hat man 


denn, wenn das Integral für v=0 nn soll, so ist die hinzu- 
zufügende Constante Null. Setzt man vy—1 für v, so hat man: 
„er! 


C 2 
so hat man Integration: 


arc(sin=v) S(—1) [— 


Da weiter 


Ar = also auch arc (tang=v) = (— 1) — 


Da logl/ — Tang=v), 80 ist die dritte Reihe auch als eine 


intwickelung von log) anzusehen; sie convergirt übrigens immer, 


da v, als Werth einer hyperbolischen Tangente, immer <1 ist. 
Die ersten Glieder dieser vier Reihen sind: 
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1 


Arc — +2 + ete 
arc(tang=v) = v — etc, 


Man hat die zweite und auch die vierte Reihe auf mehr als eme Weise 
benutzt, um die sogenannte Ludolphische Zahl # danach zu berechnen, 
indem der Cosinus ihrer Hälfte gleich Null, also der Sinus dieser Hälfte, 
welcher =1 ist, bekannt ist. Es ist gefunden worden: 
” = 3,14159 26535 89793 23846 26433 .... 
Man hat diese Zahl mit mehr als 150 Decimalstellen berechnet ange- 
geben. 
$. 20. 

Eine Reihe, welche nach steigenden Potenzen des (hyperbolischen) 

Sofinus fortschritte, würde unnütz sein, wenn man sie auch herleiten 


könnte, da der Cofinus immer >1 ist. Aber der Ausdruck SE u 


Arc(Cos=v)-+ const. kann nach einiger Umformung brauchbar werden 
zu einer steigenden Entwickelung. 

Setzt man nemlich v=1+w, also nd 
—=w(?2+w), so hat man: 


= 


dw 

ist, so ist: 


= A) * .fw* dw. 
Die Integration giebt: 2 


und da 


weil die Gonstante wieder Null ist, da das Integral für 1-w=1 oder 


w=0 verschwinden muls. Man kann die Reihe auch so schreiben : 


- 
33 
In 
bar 
A 
— 
— 
| 
= 
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und da Ssr—1=2Cin 5, 50 hat man, nach einer geringen Reduetion: 


welche Reihe mit der ersten im $. 19. wieder zusammenfilit. Im An- 
hauge wird aber noch eine von den vorigen verschiedene, steigende Ent- 
wickelung hergeleitet werden, 
3, 

Reihen mit fallender Anordnung der Glieder, welche brauchbar 
sind, gestatten die hyperbolischen GCofinus und Ginus, nicht aber die cy- 
Klischen. Da nemlich: 


| “ für &>O ist, 


und 


1 @ 


so hat man durch Integration, nach vorhergegangener Multiplication mit 0v: 


= const. + logv—S[—}]. für « 


= const. + logv — S(—1) [—1]. für 


Entwickelt man aber die Formeln: 

U (En=v) = 

= los(v+y(v—1)), 
so findet man zum Anlangsgliede beider Reihen log(2v) =log2-+-logv, 
so dafs also in beiden Reihen const.=log? ist. Man hat also 


& 
= 


für &«>0, 


a 


für & >0, 


= log?) SC 


Die ersten Ghbeder dieser beiden Reihen sind: 
1 1 78 1.3.57 1 


Sie sind schr brauchbar. wenn v eine beträchtliche Grölse hat. kan 
aus diesen beiden Reihen eine dritte herleiten. Setzt man ucmlich: 


24 
x | | (Ein 3) | 
„ 
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Sin(e+d) = 


so findet man 


1135 1 13.5.7.9 1\0, 
zum Ausdrucke der Zahl, welche man dem us eines hyperbolischen 
Cofinus noch zulegen muls, damit der Sinus des also vergröfserten Arcus 


dem gegebenen Gofinus gleich komme. 
Der Ausdruck 


1135711 1 1.3.5.7. 9 10 
(2) 73 3 '2.4.6° (2) 
gilt für die Zahl, um welche man den Xrcus eines gegebenen Ginus ver- 
mindern muls, wenn der Cofinus des verkleinerten Arcus dem gegebenen 
Ginus gleich sein soll. 
Beide Reihen convergiren in der Regel rasch, und man sieht daraus, 
dals d immer desto kleiner ist, je grölser x genommen wird. 


Sechster Abschnitt. 

Differenzen der Arcus der Potenzial -Functionen. 

6. 22. 

Bei der Entwickelung der Differenzen der rcus der Potenzial- 
Functionen kommt Vieles auf die Herleitung der höheren Differenziale des 
Arcus der vorliegenden Function an. Es sei Mrc(Tany=r)=t, so ist 
e—=®%ungk, und wenn x sich verändert und etwa das Inerement Ax 
nimmt, so geht 4 über in A+-Af, Nach dem Taylorschen Satze hat 
man dann: 


ok Ax? ok Azx® 
OUer Axt 
k [3 
Ak 


1-+x 
Da nun aber oder 2? =log( 1x) — ıst, so 
hat man: 


= 


Diiferenzurt man also poch EEE nach einander, so erhält man: 


Nun ist aber e—=Tang —=(Cosk— Eink) 
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also hat man: 1) | 

(r— 
Der Ausdruck lälst sich nei weiter zusammenziehen, wenn man zwei 


Fälle unterscheidet, je nachdem r eine gerade oder ungerade Zahl ist. 


9, 


1. Für ein gerades r hat man Ein (ri). 
o’k 

2. Für ein ungerades r hat man Kos (rk). 


In Anwendung dieser Resultate giebt die vorhin genannte Taylorsche Reihe: 


>) 


Um zu der ähnlichen Reihe für die eyklischen Functionen zu gelangen, 
setze man nur ky—1 für k, und die Reihe ist: 


Akzcosk.(cosk. Atangk) cosk, Atang (cos. Atangk)?++ etc. 


Um die übrigen vorgelegten Aufgaben zu lösen, muls man die hö- 
heren Dillerenzialverhältnisse von (v"+1) berechnen. Setzen wir 


2 

soist und wird dieser Ausdruck in eine 
Reihe nach steigenden Potenzen von Av entwickelt, von der Form: 


2 3 a 
a+0,Av+a. Ar 80 Ist: 
1 


Die wirkliche Entwicklung giebt aber: 
[44 
w+ Aw = S[-1]W + Av, 
@’ 


und wird auch noch die Potenz (?uv+ Av)“ weiter entwickelt, so hat man: 


— = — - conditione: &—-+ß=[r 
au v+ ( ) 


Dieser Ausdruck gestattet aber noch manche vereinfachende Abänderun- 

gen seiner Form. Zunächst ist klar, dafs jedes Glied desselben für &<ß 

sleich Null ist, und man also sogleich #-+ß für & setzen darf, wodurch 

die Bedingungsgleichung «&+ß =r in «+2ß=r übergeht, so dafs nach- 

her &+ß=r—Bß ist. Man hat hiernach: 
1 


Tem (v2 4x)" 
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Da weiter - — — =[r]| und Fir—el=tr ist, so hat man: 
r— 
dw r-ß (2 


Da endlich zum = (— 1)? und 


also rückwärts [3]: (— ist, so hat man: 
1 
p (v2 1: ® 
24 
Setzt man nun A=-+1 und v=Eink, so ist 


und also 


diese Werthe substituirt, so hat man: 


14 
Die ersten Specialfälle dieser allgemeinen Formel sind: 
e&i 9.4 Qang 5.4.3.2 Zangı 
6.5.4, 3.2.1 1} 
1.2.3.11.9.7° 
Diese Werthe müssen endlich in der Formel: 
„ Au Av? Av 
Ab —, etc. 
substituiert werden, um das Inerement des Arcus in eine nach Potenzen des 
Inerementes seines Ginus fortgehende Reihe entwickelt zu haben. u 


4° 
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Setzt man eben so k=—1 md v=Gosk, also "Hi = 


so ist und man er lt einen Aus- 


druck, weicher sich vom vorigen nur darin unterscheidet, dafs Cotk für 
Zangk und Eink für Cosk gesetzt ist. 

Für die eyklischen Funectionen giebt es analoge Formeln, die man 
auf der Stelle erhält, wenn man in den vorigen Formeln nur ky—1, 
statt des Yıcus Ak setzt, weil das Unmögliche aus den Ausdrücken von selbst 
wegfällt. 

Siebenter Abschnitt. 
Differenzen der Sims und Eofinus, 


$. 25. 

Um eine Reihe von Ginus und Gofinus für gleich unterschiedene 

Arcus zu berechnen, giebt es mehr als ein Verfahren. Die Formeln: 
+ = 2005 a. 
Ein(e +b)-- Ein(@—5) 2 Cine. (osb 
geben, wenn man @ für e setzt, die beiden folgenden: 
Cos(@ +26) = (2008b). Cos(@a +5) — Cosa und 
Ein(@ +22) = .Sin(«a +2) — Eina«. 
Daraus folgt: 
Cos3k= h) . Los — Los = (26057). Sin 
= (2805). Kos 3k— = (2608 k). Sin3k— Sin?k, 
(2605 Cos4k— Eos 31 Sin5k= (2005 h). Sindk— 
(2 h) Los 4: Ein6k = Sin5k— Gintk, 
u u. w. 
Nach diesen Formeln, welche auch für die eyklischen Functionen gelten, 
kann man nun wenn man will die Ginus und Gofinus von Arcus, welche 
immer um k von Null an wachsen, recurrirend auf eine wie man sieht 
ziemlich einfache Weise berechnen. Als vor dem Beginne dieser recurrirenden 
Berechnung bekannt, wird bloß Cosk und ©ink angesehen; denn man findet 
daraus = und Sink— SinOk 
oder Kos und der Regel dieser re» 
currirenden Berechnung gemüls. 
$. 26. 

Auch unter den höheren Differenzen der Cinus und Cofinus giebt 

es eine sehr einfache Beziehung. Da nemlich: 
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Cos(e+2Ar) = Ar).Cos(e + Ar) — 
so hat man, wenn man von jedem Gliede die zmte Dilferenz nimmt, und 
dabei Ax, also auch CosAx als constant ansieht: : 
+2Ar) = (28088). A” (ce + AR) — A” 
Nun ist aber, wenn unter Px irgend eine Function von x verstanden wird, 
den Regeln der Dilferenzenrechnung gemäls: 
so dals nun auch 
= + und 
ist, Diese Werthe substituirt man und es entsteht die Gleichung: 
+ 
= (608 (A” Cose + — A”Cose oder 
= Ax— 1) (A” + 
Da weiter Ax— 1) = 2.2. En; Ar= Ar) ist, so ist 
die Formel 
In ähnlicher Art erhält man aus der Gleichung 
Sin(-+2Ar) = Ar). Sin(ce + Ax) — Einx 
die Formel: 
= (26n} Ar). [A”Sine-+ Art 
Die analogen Formeln für die eyklischen Functionen erhält man, wenn 
man zy—1 statt z und Ax.y—1 statt Ax setzt, nemlich: 
A”Pcosx = — (2sin} [A”cose-+ A”tcosx} und 
sinz = — (2sinz Ar). {A” sine + A” sinz}. 
Nach diesen vier Formeln können die Differenzen der Sinus und Cofinus 
mit Leichtigkeit berechnet werden. 


27: 


Um aber auf unabhängige Weise irgend eine höhere Differenz des 
Sinus oder Cofinus anzugeben, müssen die Regeln noch hergeleitet wer- 
den. Bekanntlich ist die höhere Differenz A” e* = e* (e*—1)", und da: 


ee” er — 
und Eine = 


— 


ist, so findet man: 


pr 
‘ 
| 
| 
| 
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(ed — 1)” le 1)” 


und 
ed __1 m __ 
5 ( 1) 


Diese Ausdrücke lassen sich aber noch viel umformen. Denn da 
= Ar + —1= (IE SinAx = 
2 = und also auch 


m 


ist, so hat man: 


x+z4Ax 


( Ax 1)" 
A”GSine = x)”. - 


Nun wird man zwei Fälle unterscheiden, je nachdem nz eine gerade oder 


ungerade ganze Zahl ist. 


Wenn nemlich zz eine gerade Zahl ist, so hat man: 


A” N SinzAx)”. os (x > Ar) und 


Ar = An". +2 Ar). 
Wenn za eine ungerade Zahl ist, so hat man: 

a” = Ar)” Ein (x +2 Ar) und 

A" = Ar)". Ar). 


Für die eyklischen Functionen werden die Formeln fast noch ein- 
facher. Denn man erhält hier: 


‘) 


A” —= (2sin2Ax) 


in 


weil (Sin!Axy—i) = (sin und 
also auch (— 1)" =(y—1)" ist. 

Da aber weiter = + sin — und 


—(/Y—1) ist, so hat man auch weiter: 
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m m 
Art y-ı 


> 
A”cosx —= (Isin} Ar)” ( 


), 


. e 
A”snz = (?2sin3Ax) ( 


und wenn man hierin endlich die Form der Exponentialeröfsen fahren 
lüfst, so sind die einfachen Formeln: 


A”cosxz (2sniAx)”. cos (x + m. m. 


A”snxz = (?7sn!Ax)". sin (x m. — tm. 
Die Differenzenverhältnisse sind also: 
Ar cosx sin2Ax\" Na 
( . COS m, m. =) und 


N 5 
sin. sin m 


Geht man also zu den Grenzen über, indem man Ax=0 setzt, so er- 
hält man: 


als allgemeine Formeln für die höheren Diflerenzialverhältnisse der (eykli- 
schen) Sinus und Cosinus, 


Achter Abschnitt. 


Beziehungen zwischen den Potenzen der Einus, Eofinus und 
Tangenten eines Arcus und den Sinus, Eofinus und Tangenten 
des vervielfachten Arcus, 


$. 28. 


Es ist nicht selten nothwendig, Potenzen von Sinus und Cofinus in 
Ausdrücke umzusetzen, welche bald nach Einus, bald nach Cofinus ver- 
vielfachter Arcus fortschreiten, und namentlich in der Integralrechaung ist 
eine solche Umsetzung oft vom gröfsten Nutzen, indem gerade davon die 
Iutegralität eines vorgelegten Dillerenzials abhängt. Der binomische Lehr- 
satz, unter der Beschränkung auf solche Exponenten, welche positive ganze 
Zahlen sind, reicht hin, die gesuchten Formeln herzuleiten. Es ist 


3i 

’ 

| 
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[04 a 
(a+b)" = S[n]| a”"b" und 
a’ 


(a-+b = S[n] (ab). 
Beide Reihen brechen ab, weil nach der Annahme z eine positive ganze 


Zahl ist, und die Facultät [2] —=(0 ist, sobald «>nr genommen wird. 


Setzt man mın Sink=et und Sink=et,, 
um diese Werthe im Ausdrucke 


[04 n=20 


zu substituiren, so erhält man’ 
a+b = 2005k und 


und also 


pr 2a 
2 


— Gos(n—2e)k; 


Diese Formel kann noch zusammengezogen werden, wenn man zwei Fälle 
unterscheidet, je nachdem 2 eine gerade oder ungerade Zahl ist. Setzt 


man zuerst 22 für sohat man zunächst [27] Los (n—e).2K. 


Das Glied für = n ist [?n], denn Zerlegt man daher den 
. 
Ausdruck in drei Theile, indem man 2 —« statt z setzt wenn &>0; nt« 


statt x wenn &>0, und za=n, so hat man: 


n—-a 


n+a 


(n-«)’ (n+a)’ 


n+« 
Nun ist aber = [?r und folglich hat man: 


n 
2. (02 Cos2ek, für >0, 
n? ’ 
\Venn hingegen der Exponent 2 ungerade ist, so giebt es kein mitt- 
teres Glied des Ausdruckes, weil die Menge der Glieder in der Formel (1.) 
dann eine gerade Zahl ist, und es gilt für diesen Fall die Formel: 


3. 2.8[2r (cond.a-+B=n). 


Dieselben Formeln gelten auch für die eyklischen Functionen, nur 
muls durchgehends die Vorsylbe Cos in cos abgeändert werden. 
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RER an die allgemeinen Formeln, so hat man die Ausdrücke: 
Cos4dk+ 3 2, 


U. 35. W. 
29. 


Um ähnliche Ausdrücke auch für die Potenzen der Sinus herzulei- 
ten, dient ebenfatls der binomische Lehrsatz in der Form: 


(a—b)" = S(—1)° 
und da = (— 1)”. (b—«)" ist, so hat man auch: 


(—b)" S(—1)"* DI (ab) 
und also durch Addition: 


S(—1)° Di (ab) 


Unterscheidet man also schon jetzt. zwei Fälle, je nachdem n eine gerade 


oder ungerade Zahl ist, so hat man: 


yar-ectı 
Werden nun wieder für @ und 5 die v "erthe, wie in $. 28. substituirt, so 
entstehen die Formeln: 
= [2n] Cosa—a) 2%, 


= S(—1) ‚(ab)‘. 


welche ebenfalls noch weiter zusammengezogen werden können ; nemlich : 


Tre)’ 
2. [2a +1] Sin?a+1)k (eond. («+ P=n)). 
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Diese Formeln können ebenfalls leicht in die für die eyklischen Functionen 
geltenden umgesetzt werden, und die ersten Specialisirungen derselben sind: 
#3 Cos?k— 

Eink’= 4 Sin3k— % Gink, 

Eink—= z Sos4k— 3 Cos?k+ 3, 

Gink’ k— Sindk + 34 Sin 3k— 33 Eink, 

Sin dk — 34 Sıink, 


il. 5. 
30. 


Aber auch umgekehrt läßst sich der Cinus und Gofinus eines ver- 
vielfachten durch Potenzen von Sinus und Gofinus des einfachen 
Arcus ausdrücken. 

Da nemlich: 

— + = e* — Cognk + Einnk und 
(et) — (Cosk— Einh) = Coenk— Einnk 
ist, so hat man durch Addition und Subtraction : 
Nach geschehener Entwickelung hat man die Ausdrücke: 


1. [r 1 Cosi", Ein 


2. Sinnk=S[n Sinkt, 
Man kann ihnen auch folgende Gestalt geben: 


woraus für die folgt: 

Zanyık = (S Tang (8 Tang Ar), 
Auch diese Formeln werden w die für die klin Functionen gelten- 
den leicht umgesetzt, indem man nur ky—1 für den Arcus k setzt, und 


brechen immer ab, da der Annahme gemäls r eine positive ganze Zahl ist. 
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Die ersten Specialfälle der letzten Formel sind: 


u. W. 


Diese Ausdrücke lassen sich übrigens auch leicht recurrirend vermeh- 
. 
ren; denn es sei Tangnk =- und Tang RI=z; so ist bekanntlich 


__ _Tangnk + Tang P 


nach welchen Formeln die Rechnung, wie man sieht, sehr bequem ist. 


$. 
Die Formeln (1. und 2.) des $. 30. haben die Unbequemlichkeit, 
dafs sie nach Potenzen des Ginus und Cofinus zugleich fortschreiten. Brauch- 
barere Formeln leitet man aus zwei arithmetischen Theoremen her, nemlich : 


art! 


— +5)". (ab). 


a—b 
Beide Ausdrücke sind geschlossen und dürfen nur so weit fortgesetzt wer- 
den, daß 2— 22 =0 oder nicht aber negativ werde, Sie vel- 
ten übrigens, es mag 2 eine gerade oder ungerade ganze Zahl sein, und 
ihr Beweis fällt nicht schwer. 
Setzt man a = Eink, b = Eink, so it 
und werden diese Werthe substituwrt, so hat man auf der Stelle: 


1. = 


2. &ink 


« - 
33 

m 
wir 
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und auch diese Reihen werden nur so weit fortgesetzt, dafs r—?2% nicht 
negativ wird. 

Setzt man vor der Substitution —Db statt b, so muls man zwei 
Fälle unterscheiden, je nachdem 2 eine gerade oder ungerade Zahl ist. 


1) Wenn z eine gerade Zahl ist. 
Dann geben die Formeln 


= S[n—a] (a— 5)". (ab) 


(durch die Substitution = + und d= Cosk— Eink die zwei 
Gleichungen: 


2) Wenn z eine ungerade ganze Zahl ist. 
Dann geben die Formeln 


artı 
durch dieselbe Substitution, wie vorhin, die neuen Formeln: 


5. 26innk= 


(ab), 


Wenn man die Gleichungen (1., 3., 9.) differentürt, so erhält man 
drei andere, welche mit den Gleichungen (2., 4., 6.) fast dieselben sind, 


und auch darin übergehen, wenn man in ihnen die Zahl 2 nur um Eins 
erhöhet. 


6. 


$. 32. 
Die Berechnung der Vorzahlen in den Ausdrücken (1. und 2.) des 


$. 31. wird durch ein recurrirendes Verfahren erleichtert. Man setze zu 
dem Ende: 


= S(—1)' .Cosk"%, 
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so hat man, weil (a + + 1)k— Cosnk ist: 
PR+ 2,0) 
==; 2 (— 1) + 1, . Eos (n, e) .Cog 


Diese Recursionsformel lälst an Einfachheit nichts zu wünschen übrig; in 
Anwendung derselben findet man folgende Ausdrücke: 
— 1, 
— 3Cosk, 
1, 
— 18Cosk’— 1, 
Cos7k—= 64 — + 7Cosk, 
= 125 Eos — 256 Cosk’+ 160 1, 
k =256 Eos k’ — 576 432 Cos 
912 k"—1280 Eos A’+1120 Eos A’— 400808 
us w 


Da nun die Formeln (3. und 5.) dieselben Vorzahlen haben, so ist aueh: 
1, 

 36ink, 

1, 

Ein5k= WSin®+  56ink, 

ISin7k= 646ink’+ + 56Sink’+ 76ink, 
Sin9k =2566ink’+ 9766ink’+ Sin + 
Eos10k= °+1120Sin +400 Sin 
W 


Die Formeln (1.) gelten unmittelbar auch von den cyklischen Cosi- 
nus, und man hat nur die Vorsylbe Eos in cos abzuändern. Die For- 
meln (2.) aber, welche Sinus enthalten, bekommen abwechselnde Vor- 
zeichen. So erhält man z.B. aus den beiden letzten Formeln, wenr 
ky—1 für k gesetzt wird: 

sin 9k= + 256sink’ — 576sink’+ 432 sin 9sin k, 
008 10% = — 512sin k'’+ 1280 sin 1120 sin 400 sin 50 sin 1. 


| 

3 
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$. 33. 

Will man in ähnlicher Art eine Recursionsformel für die Berechnung 
der Vorzahlen in den übrigen Ausdrücken herleiten, so wird man seızen: 
Einnk = Eink.S(—1)” kr, 

und da Sin(r +9Y)k= (2C08%k). Sin(r+1)k— Eink ist, so hat man: 
Sink.S(— 1)" 
oder einfacher: 
Diese Formel stimmt mit der in $. 32. gefundenen völlig überein, und die 
Vorzahlen würden also wieder die vorigen werden, wenn die Rechnung 
nicht mit anderen Elementen begonnen würde, Die berechneten Aus- 
drücke sind: 
=Eink. (2Cosk), 
ECin3k =Eink. 1), 
(SCoskh’— 
Sin5k =Eink. + 1), 
Sinbk =Eink. k), 
=Gink. (64805 24808 1), 
=Eink. (128Cos 19808 + SCosh), 
Sind9k =Eink. (256805 458605 1), 
Ein = (512805 10446 05 08 A’ —160 10805 %, 
ii. 
Da nun die Formeln (4. und 6.) des $. 31. dieselben Vorzahlen haben, so 
hat man noch: 
(I5ink), 
1), 
Sinsk—= 128 Sink’ + 8Eink), 
Sin Ein +688 Sin’ 10Sinh), 
w. 
Auch diese Formeln können leicht auf die eyklischen Funetionen übertra- 
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gen werden, wenn man ky—1 für 7 setzt, und bemerkt, dafs Sin (kyY—1) 
—=(snk).y—1 und Sos(kY—1) =cosk ist. 
$. 34. 

Um das Verhalten der hyperbolischen Sinus, Coiinus und Tangenten 
an einem einfachen Beispiele zu veranschaulichen, nehmen wir wieder zum 
Arcus k den natürlichen Logarithmen von Zwei, wie in $.9. Um die hy- 
perbolischen Functionen eines Vielfachen dieses Arcus kennen zu lernen, 
könnten die so eben abgeleiteten Formeln allerdings gebraucht werden. 
Man gelangt hier aber kürzer zum Ziele, wenn man in den Formeln des 
9.9. v=!", also logv—=nlog? setzt. Man erhält auf der Stelle: 


Cos (nlog?) = — 


| 

= also Zang(zlog?) = 

n nk Sosnk | 

1 0,6931 4718 0559...» 14 0% 

1, 3862 9436 1119.... 24 15 

3 2,0794 4154 1679... 373 

4 2,7725 8872 2239 733 

5 3,4657 3590 2799 .... 16,5 1553 

6 4,1588 8308 3359 .... 31127 

7 4, 8530 3026 3919.... 64535 63233 

5,5451 7744 44792... 127314 

6,2383 2462 5039 .... 2554192; 
10 6, 9314 7180 5599...» 5113947 
11 7,6246 1898 6159...» 1024,55 10234338 
12 8,3177 6616 6719...» 20478121 
13 9,0109 1334 7279 40961552 409518383 
14 9,7040 6052 7839 819132757 
15 | 10,3972 0770 8399... 163 hg 1638393333 
16 11,0903 5488 8959. ... 3276813 32767131971 
17 | 11,7835 0206 9519.... 65536582 
18 | 12,4766 4925 0079.... ! 131071324337 
19 | ;13, 1697 9643 0638 .... | | 2621431248375 
20 | 13,8629 4361 1198.... | 52428Sgostrsz | 9242872374433 


(Die Fortsetzung im nächsten Hefte.) 


2. et Ülapeyron, nouv. formules analogues aus series de lavlur etc. 


Nouvelles formules analogues aux series de Taylor et 
de Maclaurin. 


(Var MM. Lamd et Clapeyron, colonels du g@nie au service de Russie. ) 


Le theor&me de Taylor, dans tous les cas ou il n’est pas en defaut, et 

conduit des series convergentes, indique qu’une fonction continue 
d’une seule variable x, est totalement determinde, quand pour une 
valeur partieuliere = «a, cette fonction et tous ses co@ffieiens diflerentiels 
sont des quantites connues; car on a: 


fi suit de la que deux fonctions sont @gales, ou se confondent, 
lorsqu'elles ont, ainsi que tous leurs co&@fficiens differentiels, des valeurs 


vespeetivement e@gales, pour une me&me 'valeur partieuliere de la 
variable. 


Le theorceme de Maclaurin etablit le prineipe pour le seul 
cas partieulier ou @=0; mais il d@montre en outre que dans ce cas, les 
conditions nÖcessaires Aa verilier, pour etablir lidentit@ des deux fonctions, 
se reduisent de moitie, quand ces fonctions sont paires ou impaires, c'est 
a dire quand elles ne changent pas de valeurs absolues avec le signe de 
la variable, 

fl sagit de prouver iei que cette reduction a toujours lieu pour des 
fonetions paires ou impaires, quelle que soit @ ou la valeur particuliere de 
la variable que Ton considere. 

Si au moyen de la formule (1.) on cherche les developpements 
successils de #(x), (x) ...., suivant les puissances de et 
quon fasse ensuite —.a, on obtiendra la serie des @quations: 


1.2:3 
2a 2a)? 


Fr (a) etc. 


2. Luame ei Clapeyron, nouv. J[urmules analogwes aux series de Luylor etc, +i 


Si F(x) est une fonction impaire, on aura: 
et les &quations (2.) deviendront: 


0= 2Fla) — + — 
(a) — 21a) + — etc. 


0 = ZEF* (a) + cte. 


Ces @quations permettront de determiner Fa), (a), (a), 
au moyen de F’(a), .... ou reciproquement; lelimination de | 
F"(a), entre elies conduira evidemment a une dquation de 
la forme: 


I'(a) = a) > - (a) + ete.; 


A, B, C, .... etant des coöfliciens numeriques indöpendans de et de 
la forme de la fonction, en sorte que si Von pose /(e) =sine, on aura: | 


> "1.2.3 1.2.3.4.5 > | 
dou Fon deduit: 


20 


cette notation indiquant, qu’apres avoir ellectue les intögrations par rapport 
az, il faudra faire z=0 dans les rösultats. 


Les @quations (3.} donnent done: 


F(a) = 2 cosn# >) 
| +1 (a), 
4, | 
tangz en}+-2r-+1) 
I (2r) > Nn% ( 
( )= z=01.2.9... (@ 


Cette derniere formule donne le co@fheient differentiel dun ordre pair (2), 
en fonction des co6fficients differentiels des ordres impairs supcrieurs A ?r; 
son identit@ de forme avec la premiere resulte evidemment de ce quen 
les r premicres des &quations (3.), les &quations restantes sont 
composdes en FF la), (a), 2... comme toutes les Cqua- 
tions (3.) le sont en Fe), I’(a), F"(a), .... | 
Reeiproquement: Telimination de (a), F*(a), ...., entre les 
equations (3.), conduira evidemment une @quation de la forme: 
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— IV ML... 250 a’ 
A, B, 0, .... etant independant de @ et de la forme F, en sorte que si 


l'on pose on aura: 


acosa a® 
=1— 4:5 3.3.4 7355 + 


sin a 


d’ou Fon deduit: 


Les &quations (3.) donnent donc: 


aF(e) = Fla) + cosns —— — (0), 
n=00 


a’ 


Cette derniere formule donne le co@fheient differentiel d’un ordre impair 
quelcongue (?r-+1) en fonction des co6fficiens dilfErentiels des ordres pairs 
egaux et superieurs a 2r; son identit@ de forme avec la premiere est une 
consequence necessaire de ia symm£ötrie des &quations (3.). 
Si F(x) est une fonction paire, on aura: 
.... 

et les Equations (2.) deviennent: 


(a). 


0= (a) — + - (a) — ete. 
6, == (a)— (ea) + (a) etc. 
T (0) — etc. 


Ces equations permettront de determiner F’(a), .... m 
fonction de (a), 7 (a), etc., et r&eiproquement. L’elimination des de- 
rivces des ordres impaires supdrieurs au premier, doit eonduire &videm- 
ment a une @quation de la forme: 


= AZ F"(a)+ (a) + etc. 
A,B,C,.... dtant des coefficiens numeriques independans de et de 


la forme de la fonction 7, en sorte que si lon pose Ff{e)= eose, on 
devra avoir: 
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3 
— fange 33 Tr etc. ; 
d’ou l’on deduit: 


Az +(Ztangz),_,; B=— ; tang gz), _. tangz) 00005 


Les &quations (6.) conduisent ainsi aux formules: 


(a) + cosna _, 1.2.3... (@); 
1. 
n= 


L’@limination de F (a), F"(a), .... entre les @quations (6.) con- 
duira au contraire a une dquation de “ forme: 


(a) = F'(a) + (a) +B + 


a® 
1.2.3.4 1.2.34.5 + ete. 


4, B,C, .... etant des coöffieiens numedriques , de 
a et de la nature de la fonction /, en sorte que si Fon pose F(«) = cosz, 
on devra avoir: 


2 & 6 
a a a C a 
tanga 14475 1.2.3.4.5.6 
ce qui donne: 
(65 tangz/z=o’ 02° tangz/z=o? ; 
Les &quations (6.) donnent ainsi les formules: 
a (en+1), 
8. \ 
—=F" + cosnr 153 5, (a). 
n=1 


Les formules (4., 5., 7., 8.), qui peuvent etre utiles dans plusieurs 
circonstances, transforment V’equation (1.) en de nouvelles series, analo- 
gues aux series de Taylor et de Maclaurin, et qui donnent (x), lors- 
que cette fonction est impaire ou paire, developpee suivant les puissances 
de (a— x), et au moyen des valeurs que prennent pour ses cocl- 
ficiens differentiels des ordres impairs, ou des ordres pairs seulement. 


Ces nouvelles formules sont: 
6 


= 
- 
| 
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9 Fa) cosnm ( - 


— [re 


nan 
4 22200 on 
tanz a7 


— — 23 — 


lorsque F(x) est impair, et: 


\ 
11, = +7" + + ete.] 


‚(zn oe) 
12. = Er + ete. | 


+ Fre 33. + cte.| 


ang z a?" 


3 cosna I—— 


„an BE: 


lorsque (x) est une fonction paire, 
Nous nous abstiendeons de discuter maintenant ces formules; nous 
nous contenterons de faire remarquer qu’elles d@montrent: que deux Tonc- 
tions impaires sont identiques ou se confondent, lorsque leurs derivdes des 
ordres pairs ou des ordres impairs sont respeetirement dgales pour une 
möme valeur de la variable; que deux fonctions paires sont pareillement 
identiques, ou ne different que d’une eonstante, lorsque leurs derivees des 
ordres pairs ou des ordres impairs sont respectivement €gales pour une 
möme valeur de la variable. Dans cet @nonce les fonctions elles m@mes 


sont prises pour des derivees de l’ordre zero, 


3. Lame et Clapeyron, ddveloppement des fonctions. 


Sur le developpement des fonctions suivant des series 
de lignes trigonomelriques d’arcs Imaginaires, 


(Par MM. Lamd et Clapeyron, colonels du g@nie au service de Russie. ) 


Le equations integrales qui doivent exprimer les lois de I’&quilibre inte= 
rieur d’un corps solide, homogene et dlastique, ayant pour forme un prisme 
rectangulaire, et soumis a des pressions exterieures donndes, nous parais- 
sent exiger la comnaissance du developpement U'une fonction de x, entre 
les limites o et 2a, suivant une serie de la forme: 
l. 4Asnr,= + 4,sinr,x -F etc. 

Pas Pay Etant les diffErentes racines imaginaires de V’öquation: 

2. ar-+sinercsar=0 (ou 
ou bien les racines de l’equation: 

3. er—sinarcoser=0O (ou 

Or la belle methode dont M. Fourier nous parait avoir le premier 
fait sentir toute Timportance, dans son ouvrage sur la theorie analytique 
de la chaleur, conduit naturellement “a chercher sil ne serait pas possible 
de trouver, pour chaque terme du developpement (1,), un facteur 0 fonc« 
tion de x, tel qu’en multipliant par 00x T&quation : 

et intögrant ses deux membres entre les limites o et ?@, tous les termes 
du second membre disparaitraient, except@ le terme (4; sinr;x) que l’on 
considere. 

Des recherches, quiil serait trop long de developper ici, nous ont 
conduit A la decouverte de ce facteur. Nous avons trouv6: 

= sinr, (ce — 2a), 
On a en effet, par lintegration par parties: 
JS. "sin sinr, x 
= (— sinn. 20) cosr, (X —? 


2a 
sinn 


15 
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dou: 
2 2 2a 
(1 — sinr; x = [rsinder, —r, sn2arı]; 
or on a evidemment: 
rısin2ar, = rısin?ar,, 
lorsque r; et r; sont deux racines de l’equation (2.), ou deux racines de Ie- 
«uation (3.); on a done generalement: 


2 


et par suite: 
2a ® 
sinz; = Ö, 
lorsquie 7, et 7, sont diflerens. On a d'ailleurs: 


5. sinr, = a(cosler, +1): 


«7/0 
lo signe (-+-) correspond aux racines de l’equation: 
sn2ar+?2ar= 
et le sine (—) ü celles de Pequation: 


sin?2ar—2or 


La decouverte du facteur EEE donne ainsi: 


F sinr, (u— 2a) w 


Ä 
(cos2ar, 


et eondun aux deux suivans: 

1 sinr 

= — sinr (u— 20) ö 


F (x) 1 >> sinsX F sin s 2) © 


cos2as— 


6. 


Les sigmas dtant dtendus a toutes les racines des &quations: 
sin?2ar + 2ar 


sın?as—?2as 


imaginaires disparaitront dvidemment du r&sultat definitif, 

Ces formules (6.) etre prouvees direectement par d’autres 
möthodes; elles eonduisent ü des series convergentes et qui jouissent de 
propriötds eurieuses. Mais le r&sultat plus remarquable quwelles nous 
aient paru ollrir, consiste «dans de nouvelles formules qui s’en deduisent et 
qui ont une forme tres simple: 

Si l’on change x en (e—x) ou (@-+x), dans la premiere des for- 
mules (6.). et que Fon reprösente F(a—r) ou F(a+x) par f(x), on a. 
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entre les limites (—e) et (+): 
1 inr — +2 
=- 
1 inr(a a 


a 


Si f(x) est une fonction impaire, ou telle me f—-„)=—/f(), on a 
simplement: 


sinr(z-L-a 
cos2ar 
enfin si Von ajoute ces deux dernieres Equations, et que Von observe que 
cos®ra =z(cos2ar--1), on aura definitivement, entre les limites 0 et e: 
1 a 
fo)= Se) sinrvo», 


a 


sinr(@—a) fte 
ın 
>> 


+a 
Jw)sinrvcosra ev; 
[07 


» ayant successivement pour valeurs toutes les raeines imaginaires de F£- 


quation: 
smarcosart-ar = 0. 


On demontrerait de la maniere que Von a, entre les 
tes o et o: 


s ayant successivement pour valeurs les racines de l’&quation: 
— AS (. 


Les formules (7. et 8.), qui ont rigoureusement la m&me forme 
ue celles connues, qui donnent le developpement des fonctions en sinus 
et cosinus d’arcs multiples, se prouvent direetement par la methode de 
decomposition des fractions rationnelles, ou bien par le caleul des rösidus 
de M. Cauchy. 


Les conclusions qu'il est permis de tirer de ce qui pr&cdde, west: 
1°. que la question generale du developpement d’une fonetion, entre des 
limites donndes, suivant une serie de la forme: 

= AP, + AV, + A, etc. 
dans laquelle 7,, F;, ...., representent «des fonetions de x de 
möme nature, contenant un parametre, qui a successivement pour valeurs 
les differentes racines, en nombre infini, d’une certaine &quation transcen- 


1 

| 
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dante, peut tre rösolue, dans un plus grand nombre de cas qu’on n’a- 
vait paru Je croire jJusquiei, par la mÄthode que Ton suit dans la theo= 
rie de la chalveur, c’est-ä-dire par Vemploi d’un certain facteur 
tel quien integrant le developpement, multipli@ par ce facteur, entre les 
limites proposces, tous les termes de ce d@veloppement disparaissent ex- 
septe un; 2°, que cette methode n’est pas seulement restreinte aux cas 
ou Ferpiation transcendante n’a que des racines reelles, et ou le facteur o 
est peeisement egal a celle des fonctions (7,) dont on veut determiner 
le eoöffieient; 3°. qu’elle peut ötre etendue des cas ou l’&quation trans- 
cendante n’a que des racines imaginaires, et qu'alors le facteur 0 peut 
une fonction (7,) dilfErente de (7,), mais contenant le para- 
meitre (r,) que le terme que Von se propose d'isoler. 


4, Lehmann, Theorie der Tautochrona nach Art der Alten. 


+ 


Theorie der Cykloide als Tautochrona, 


Versuch einer mechanischen Discussion nach der antiken 
geometrischen Methode. 


(Vom Herrn Prof. Dr. Lehmann zu Greifswalde.) 


$. 1. Kreklärungen. Wenn man aus einem angenommenen Punet der 
Balın eines irgend wie bewegten Körpers ein beliebiges Stück des Weges 
abschneidet, und voraussetzt, es werde in der Zeit, in welcher es bei 
der ungleichförmigen Bewegung wirklich beschrieben wird, gleichlörmig 
durchlaufen, und man lälst nun das abgeschnittene Stück immer kleiner 
werden, so heilst die Geschwindigkeit derjenigen gleichförmigen Bewegung, 
welcher sich die vorausgesetzte so sehr nähert, dafs der Unterschied klei- 
ner werden kann als die Geschwindigkeit jeder gegebenen gleichförmigen 
Bewegung, ohne sie jedoch zu erreichen, die Geschwindigkeit der 
ungleichförmigen Bewegung in dem angenommenen Puncte. 
Wird die vorausgesetzte gleichförmige Bewegung bei Verkleinerung des ab- 
geschnittenen Stücks des Weges langsamer als jede gegebene gleichför- 
mige Bewegung, so sagt man, in dem angenommenen Punct der 
Bahn der ungleichförmigen Bewegung finde die Geschwin- 
digkeit O0 statt. Denkt man sich zu einer ungleichf örmigen Bewegung eine 
andere, welche ‚vor- und rückwärts gehet, je nachdem in der ersteren Be- 
wegung die Geschwindigkeit zu- oder abnimmt, und worin die von An- 
fang an zurückgelegten Wege in demselben Verhältnifs wachsen oder ab- 
nehmen wie die Geschwindigkeit in der ersteren Bewegung, so kann man 
sich leicht einen Begriff machen yon der Geschwindigkeit, womit 
die Geschwindigkeit bei einer ungleichförmigen Bewegung 
zu- oder abnimmt, Die Geschwindigkeit, womit die Geschwindigkeit 
bei einer ungleichlörmigen Bewegung zu- oder abnimmt, heifst die be- 
schleunigende oder verzögernde Kraft, 

Ein Körper oder eine Fläche oder eine Linie hat eine blofs pro- 
gressive Bewegung, wenn alle Puncte des Körpers (der Kiüche, der Li- 
nie) so fortgehen, dafs die geraden Verbindungslinien eines jeden Punctes 
mit dem Ort, den derselbe Punct späterhin einnimmt, für jede zwei Augen- 
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blicke der Bewegung sämmtlich einander parallel und gleich sind, die 
Puncte mögen sich nun inzwischen in dieser geraden Linie selbst oder in 
irgend einer zwischen denselben Endpuncten enthaltenen Curve bewegt ha- 
ben. Wenn ein Punet sich in einer beliebigen geraden oder krummen 
Linie bewegt, und diese Linie hat zu gleicher Zeit eine andere blofs pro- 
gressive Bewegung im Raume, so heilst die Bahn, welche der Punct nun 
wirklich im Raume beschreibt, die aus beiden Bewegungen zusam- 
mengesetzte Bewegung, und es ist aus Euel. 1, 33. klar, dafs es einerlei 
ist, welche von beiden Bewegungen man als die progressive der ganzen 
Linie, und welche man als die Bahn des Punctes in der progressiv fortrük- 
kenden Linie ansehen will. Sind einem Puncte drei Bewegungen vorgeschrie- 
ben, und man setzt zwei derselben auf die angezeigte Art zusammen, und die 
daraus entspringende wieder mit der dritten, so hat man die aus allen 
dreien zusammengesetzte Bewegung, und es ist aus der Theorie des 
Parallelepipedums klar, dals man die drei Bewegungen in beliebiger Ordnung 
zusammensetzen kann. Und hieraus beweiset man wieder, auf ähnliche Art 
wie bei der Multiplication den Satz von der beliebigen Ordnung der Factoren, 
dafs man auch vier und mehr Bewegungen, in welcher Ordnung man will, 
zusammensetzen kann, ohne die zuletzt entspringende Bewegung zu ändern, 

Verbindet man einen angenommenen Punct einer Curve von ein- 
facher oder doppelter Krümmung mit einem andern Punct derselben 
Curve durch eine Sehne, und bewegt diese um den zuerst angenomme- 
nen Punct, so dafs sie nach und nach alle zwischenliegende Puncte schnei- 
det, so heiflst diejenige gerade Linie, welcher sich die bewegte zuletzt so 
sehr nähert, dafs die Abweichung kleiner werden kann als jeder gegebene 
Winkel, ohne sie jedoch zu erreichen, die Tangente des angenomme- 
nen Puncts der Curve, und der Punct, den sie mit der Curve gemein hat, 
der Berührungspunet. Hieraus ist zugleich klar, dafs bei einer Curve 
von einfacher Krümmung zwischen die Tangente und die Curve keine 
gerade Linie aus dem Berührungspunet gezogen werden kann, und dals 
jede gerade Linie, zwischen welche und die Curve keine andere gerade Linie 
aus dem gemeinsamen Punet gezogen werden kann, eine Tangente ist. 

$. 2. Lehrsatz. Wenn mehrere geradlinige oder krummlinige 
Bewegungen in Eine zusammengesetzt werden, und man zieht nun an 
correspondirende Punete der einzelnen Partialbewegungen Tangenten, und 
setzt gleichförmige Bewegungen , welche respective die Richtungen die- 
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ser Tangenten und die den entsprechenden Puncten angehörigen Geschwin- 
diekeiten haben, in Eine zusammen, so erhält man die Richtung und Ge- 
schwindigkeit der aus allen krummlinigen Bewegungen zusammengesetzten 
Bewegung in dem correspondirenden Puncte. 

Beweis. Es sei 4LHB (Taf. I. Fig. 1.) ein Stück der Bahn einer 
der Partialbewegungen, und diese sei 

1) von einfacher Krümmung. Wir wollen beweisen, dafs wenn 
wir aus 4 eine Sehne AH ziehen, und den Punct ZZ nahe genug bei A 
annehmen, das Verhältnils 4H :Bogen ALH dem Verhältnifs der Gleich- 
heit näher kommen kann als jedes gegebene Verhältnißs einer kleineren 
Gröüfse zu einer grölseren, 2:2. Man halbire eine beliebige gerade Linie 
DE in F, und errichte ein Perpendikel FG so, dals m:n —m = DF:FG, 
und ziehe DG und GE. Dann ist verbunden (Eucl. 5,18.) m:ın = 
DF:DF+-FG= (Eucl.5,15.) DE:DE--2FG, also DE:DG+-GE 
>m:n. Nun kann der Winkel, welchen die Tangente 4C gegen eine 
aus / gezogene Sehne, wie auch der Winkel, welchen 4C gegen ein 
benachbarte Tangente macht, kleiner werden als jeder gegebene Winkel; 
folglich kann um so mehr der Unterschied beider Winkel, d. i. der Winkel, 
welchen die Sehne gegen die Tangente ihres andern Endpuncts macht, klei- 
ner werden als jeder gegebene Winkel. Man ziehe also eine Sehne 4H so, 
dafs, wenn man noch die Tang. III bis an 40 zieht, / IAH<GDE, 
und zugleich JZHA<GED sei. Man errichte über 4H, auf derselben 
Seite wo das AAIH liegt, en AAHX, worin ZHAK=GDE=GED— 
AHK. Dann ist (Eucl. 6,4.) DE:DG = AH: AK 

DE:GE= AH:HE 
DE:DG+GE = AH: AK+HK (Eucl. 5, 24.), 

also AH: HK >m:n, also (Eucl. 1, 21.) um so mehr AI IH 
>m:n, also (Archim. de Sphaer. et Cyl. Annahme 2.) ZI: Bogen 
ALH>m:n. Das Verhältnifs /H:ALH kommt also dem Verhältnifs 
der Gleichheit nüher als das Verhältnis zız. 

2) Die Curve 4B sei von doppelter Krümmung (Fig. 2.), und wir 
wollen gleichfalls beweisen, dafs das Verhältnifs der Schne AB zum Bo- 
gen AB, wenn man B nahe genug bei 4 annimmt, dem Verhältnißs der 


Gieichheit näher kommen kann als jedes gegebene Verhältnils einer klei- 

neren Größse zu einer größseren. Man ziehe die Tangente #C. Man drehe 

die Ebene CAB um die Linie 4/C, so dafs sie nach und nach alle von B 
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bis 4 liegenden Punete der Curve durchschneidet, so wird es eine Ebene 
CAD geben, welcher die sich drehende Ebene zuletzt sich so sehr nähert, 
dals die Abweichung kleiner wird als jeder gegebene Flächenwinkel, ohne sie 
jedoch zu erreichen. Auf diese Ebene CAD (welche man die Krüm- 
mungs-Ebene des Punctes A nennt) projieire man den Bogen AD 
durch gefüllte Perpendikel; Bogen 4D sei die Projection. Der geometri- 
sche Ort des auf die Krümmungs-Ebene gefällten Perpendikels BD ist 
eine eylinderähnliche Fläche BD, welche sich in eine Ebene ausbreiten 
lülst, wobei Bogen {D in eine eben so grofse gerade Linie EF', Bogen 
AB aber in eine eben so grofse krumme Linie EIG übergeht, so daß, 
wenn man die gerade Linie GF' zieht, diese auf EF winkelrecht steht 
und =DD ist. Zieht man noch die Sehne EG, so kann das Verhältnißs 
derselben zum Bogen GIE «(zufolge dessen, was unter No. 1. bewiesen ) 
dem Verhältnifs der Gleichheit näher kommen als jedes gegebene Ver- 
hältnifs. Zieht man ferner die Sehne D4, so kann das Verhältnis BD: DA, 
folglich um so mehr das Verhältnils BD : Bogen DA, d. i. GF: FE, kleiner 
werden als jedes gegebene Verhältnißs. Daher kann der / FEG kleiner wer- 
den als jeder gegebene Winkel; daher kann auch das Verhältnis GE:EF 
und folglich auch das Verhältniß GIE:EF, d.i. Bogen BA:Bogen DA, 
dem Verhältnils der Gleichheit näher kommen als jedes gegebene Verhält- 
nifs. Aber auch das Verhältnifs des Bogens DA zur Sehne DA kam, 
nach dem was unter No. 1. bewiesen, dem Verhältnifs der Gleichheit nü- 
her kommen als jedes gegebene Verhältnißs, und dasselbe gilt vom Ver- 
hältnifs der Sehne DS zur Sehne PA, weil der ZBbAD kleiner werden kann 
als jeder gegebene Winkel. Folglich kann auch das aus den drei letzteren 
zusammengesetzte Verhältnils, d.i. Bogen BA: Sehne BA, dem Verhält- 
nifs der Gleichheit näher kommen als jedes gegebene Verhältnils einer 
srößeren Größe zu einer kleineren. 

Nachdem dies bewiesen, denken wir uns alle in Rede stehenden 
krummlinigen Partialbewegungen, nebst der aus ihnen zusammengesetzten, 
und nehmen in ihnen für einen beliebigen Augenblick correspondirende 
Puncte an. Von diesen Puncten ziehen wir nach den, einem andern Au- 
genblick angehörigen correspondirenden Puncten Sehnen, und setzen vor- 
aus, die Bewegungen geschähen gleichförmig auf diesen Sehnen, in 
derselben Zeit, in welcher sie auf den zwischenliegenden Bogen wirklich 
geschehen. Dann ist, zufolge des Begrills der aus mehreren krummlini- 
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gen Bewegungen zusammengesetzten Bewegung, auch die gleichförmige 
Bewegung auf der Sehne der zusammengesetzten Bewegung nach Rich- 
tung und Geschwindigkeit aus den gleichförmigen Bewegungen auf den 
Sehnen der Partialbewegungen zusammengesetzt. Rückt man nun in Ge- 
danken den zweiten Augenblick immer näher an den ersten, so bleibt 
doch stets dasselbe eben ausgesprochene Gesetz. Da aber das Verhält- 
nis jeder Sehne zum entsprechenden Bogen dem Verhältnifs der Gleich- 
heit näher kommen kann als jedes gegebene Verhältniß, so kann auch 
das Verhältnils jeder aus der gleichförmigen Sehnenbewegung geschlosse- 
nen Geschwindigkeit zu der aus der gleichförmigen Bogenbewegung ge- 
schlossenen Geschwindigkeit dem Verhältnifs der Gleichheit näher kom- 
men als jedes gegebene Verhältnils. Die letztere Geschwindigkeit nähert 
sich aber nach $. 1. der walıren Geschwindigkeit in dem dem ersten an- 
genommenen Augenblick entsprechenden Puncte so, dafs der Unterschied 
kleiner werden kann als jede gegebene Geschwindigkeit, so wie sich an- 
drerseits die Richtung der Sehne der Richtung der Tangente so nähert, 
dafs die Abweichung kleiner werden kann als jeder gegebene Winkel. Aus 
allem diesem folgt, was bewiesen werden sollte. 

$. 3. Lehrsatz. Wenn man aus irgend einem Punct der Bahn 
eines auf beliebige Weise im Raum bewegten Punetes eine gerade Linie 
nach einem im Raume feststehenden Punete zieht, welche wir Radius 
vector nennen wollen, und man zerfällt die wahre Geschwindigkeit des 
bewegten Punctes in zwei auf einander winkelrechte, davon die eine nach 
dem Radius vector gerichtet ist, so ist letztere gleich der Geschwindigkeit, 
mit welcher der Radius vector zu- oder abnimmt. 

Beweis. Ks sei BC (Fig. 3.) ein Bogen der beschriebenen Curve, 
und 4 der ieststehende Puncet im Raum; man ziehe die Radii vectores 
AB und AC und die Sehne BC. Man beschreibe aus £ durch C einen 
Kreisbogen CD bis an ZB oder deren Verlängerung, und fälle das Per- 
pendikel CE auf AD. Setzt man nun voraus, die Bewegung geschähe auf 
der Sehne BC in derselben Zeit 7, in welcher sie auf dem Bogen BC wirk- 
lich geschieht, und nennt man diejenige unveränderliche Zeit, in welcher 
ein Weg gleichförmig zurückgelegt wird, den man als Maafs der Geschwin- 
digkeit ansieht, und macht man = Schne BC:x == BD;y, so ist 
die Grölse, welcher sich x nähert, indem man den Punct C auf dem Bo- 
gen CB immer näher bei B annimmt, die wahre Geschwindigkeit der krumm- 
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linigen Bewegung im Punet BD, die Gröfse aber, welcher sich y nähert, die 
Geschwindigkeit, womit der Radius vector zu- oder abnimmt. Da nun der 
/ BAC kleiner werden kann als jeder gegebener Winkel, so kann das Ver- 
hältnils DE: EC kleiner werden als jedes gegebene Verhältnis. Das Verhält- 
nils EU:ED aber nähert sich dem Verhältnifs des aus 4 auf die Tangente des 
Punctes B gefüllten Perpendikels zu dem vom Perpendikel abgeschmitte- 
nen Stück der Tangente. Folglich kann auch das Verhältnis DE:EB 
kleiner werden als jedes gegebene Verhältnils; oder, was desselbe sagt: das 
Verhältniß BE:BD kann dem Verhältnifs der Gleichheit näher kommen 
als jedes gegebene Verhältnils (es mülste denn sein, dafs die Tangente auf 
AB winkelrecht stehet). Macht man also r:t= bE:z, so nähert sich z, 
so gut wie vorher y, der Geschwindigkeit, womit der Radius vector zu- 
oder abnimmt (für den Fall aber, wo die Tangente winkelrecht auf AB 
steht, ist letztere Geschwindigkeit O, und auch die nach dem Radius vec- 
tor zerfällte wahre Geschwindigkeit der krummlinigen Bewegung im Puncte 
R=0; daher brauchen wir diesen Fall nicht weiter zu berücksichtigen). 
Aus den Proportionen #:2= Schne BC:x und r:t= BE:z, folgt simplici- 
ter ex acquo: Sehne BC:x—=BE:z; verwechselt (Euel. 5, 16.): Sehne 
BC:BE=x:z. Folglich stehet die wahre Geschwindigkeit der krumm- 
linigen Bewegung im Punet 5 zu der Geschwindigkeit, womit der Radius 
vector zu- oder abnimmt, in demjenigen Verhältnifs, dem sich das Verhält- 
nifs der Schne BC zu BE nähert, d. h. im Verhältnifs des Radius vector 
zu dem vom Perpendikel abgeschnittenen Stück der Tangente, d. h. im 
Verhältnifs der wahren Geschwindigkeit der krummlinigen Bewegung im 
Punet B zu der nach dem Radius vector zerfällten Geschwindigkeit. 

$.4. Lehrsatz. Wenn mehrere geradlinige, gleichförmige oder 
ungleichförmige Bewegungen (die wir mit 4, B, C, D bezeichnen wollen) 
eben dieselbe zusammengesetzte geradlinige oder krummlinige Bewegung 
E geben als mehrere andere geradiinige Bewegungen F, G, H, und man 
setzt num mehrere geradlinige gleichlörmige Bewegungen 7, X, L,M, 
N, O, P, welche respective die Richtungen der Bewegungen 4, D, C, D, 
F, GC, H haben, und sich wie die beschleuwnigenden oder verzögernden 
Kräfte in correspondirenden Augenblicken der Bewegungen A, B, C, D, 
F. G, FH verhalten (wobei aber für verzögernde Krüfte die Richtun- 
ven der Bewegungen 4, B, C, D, F,G, H in die entgegengesetzten 
zu verwandeln sind). im Eine zusammen, 7, X. L, 4 in Q, und N, O0, P 
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in R, so haben die Bewegungen Q und R einerlei Richtung und Ge- 
schwindigkeit. 

Beweis. Die Bewegung E habe in dem correspondirenden Au- 
genblicke die Richtung AB (Fig. 4.) und die Geschwindigkeit a. Dann 
ist nach $. 2. die Geschwindigkeit derjenigen Bewegung, die man aus 
den Richtungen und Geschwindigkeiten der correspondirenden Puncte der 
Bewegungen 4, B, C, D zusammensetzen kann, gleichfalls @, und ihre 
Richtung ZB, aber auch die Geschwindigkeit derjenigen Bewegung, die 
man aus den Richtungen und Geschwindigkeiten der correspondirenden 
Puncte der Bewegungen F, G, II zusammensetzen kann, gleichfalls «, 
und ihre Richtung 45. Hieraus folgt, dafs wenn man sich statt der Be- 
wegungen 4, B, C, D, F, G, H eben so viele andere geradlinige Bewe- 
gungen 8, 7, U, P, IF, X, Y denkt, worin die Räume in demselben Ver- 
hältnifs wachsen oder abnehmen wie die Geschwindigkeiten in den Bewe- 
gungen 4, D, C, D, F, G, H, dafs alsdaun die Bewegungen S, 7, U, V 
eben dieselbe geradlinige oder krummlinige Bewegung Z geben als die 
Bewegungen 7/7, X, Y. Man kann daher wie zu Anfang schließsen, und 
findet dadurch, dals die Bewegung, welche man aus den zu correspondi- 
renden Augenblicken gehörigen Richtungen und Geschwindigkeiten der Be- 
wegungen 8, 7, U, Y zusammensetzen kann, nach Richtung und Ge- 
schwindigkeit einerlei ist mit der Bewegung, welche man aus den zu den- 
selben Augenblicken gehörigen Richtungen und Geschwindigkeiten der Be- 
wegungen 77, A, Y zusammensetzen kann. Statt dessen können wir 
(zufolge des in $. 1. gegebenen Begrifls der beschleunigenden oder verzö- 
sernden Kraft) sagen: Die Kraft, welche man aus den zu eorrespondiren- 


den Augenblicken gehörigen beschleunigenden oder verzögernden Kräften 


der Bewegungen 4, B, C, D zusammensetzen kann, ist nach Stärke und 
Richtung einerlei mit der Kraft, welehe man aus den zu denselben Au- 
genblicken gehörigen beschleunigenden oder verzögernden Kräften der 
Bewegungen F, G, H zusammensetzen kann. 

$. 9. Erklärung. Die auf die beschriebene Art aus den Kräf- 
ten der einzelnen geradlinigen Partialbewegungen zusammengesetzte Kraft 
heilst die der krummlinigen Bewegung zugehörige Kraft oder 
die Curvenkraft. 

$. 6. Lehrsatz. Für jeden Punct einer krummlinigen Bewegung 
giebt es eine, aber auch nur eine Curvenkraft, 
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Beweis. Man projieire die Curve auf eine beliebige Ebene durch 
winkelrechte Linien, und die dadurch entstehende Partialbewegung auf zwei 
gerade Linien, die sich in derselben Ebene winkelrecht schneiden, so hat 
man die totale krummlinige Bewegung in drei auf einander winkelrechte 
geradlinige zerfällt. Für jede drei correspondirenden Puncte dieser gerad- 
linigen Bewegungen giebt es drei beschleunigende oder verzögernde Kräfte, 
welche zusammengesetzt die dem correspondirenden Punct der Curve ge- 
hörige Curvenkraft geben; und diese Curvenkraft bleibt nach $. 4. immer 
dieselbe, wenn man die krummlinige Bewegung in beliebige andere gerad- 
linige Bewegungen von beliebiger Anzahl zerfällt. 

$.7. Lehrsatz. Wenn man mehrere geradlinige oder krummlinige 
Bewegungen in Eine zusammensetzt, so ist die Curvenkraft für jeden 
Punet der zusammengesetzten Bewegung nach Stärke und Richtung einer- 
lei mit derjenigen Kraft, die man aus den den correspondirenden Puncten 
der Partialbewegungen zugehörigen Curvenkräften zusammensetzen kann. 

Beweis. Die Partialbewegungen mögen mit 4, B, C, D, die zu- 
sammengesetzte mit EZ bezeichnet werden. Man zerfälle jede Partialbe- 
wegung in drei geradiinige auf einander winkelrechte, und zwar nach Rich- 
tungen, die für alle Partialbewegungen dieselben sind. Auf diese Art 
werde die Bewegung £ in drei geradlinige, F, G, H, die Bewegung B in 
7, K, L, dagegen C in 7, I, O, und Din P, Q, R zerfülit. Alsdann 
ist nach $. 1. die zusammengesetzte aus den Bewegungen F, G, H, I, X, 
L, M, N, 0, P, Q, R einerlei mit E. Folglich ist die zusammengesetzte 
aus den zu correspondirenden Puneten gehörigen beschleunigenden oder 
verzögernden Krülten der Bewegungen F, G, H, 1,X, L,M, P, 
0, R einerlei mit der Curvenkraft, welche zu dem correspondirenden Puncte 
der Bewegung E gehört. Die zusammengesetzte aus den Kräften der Bewe- 
gungen F, G, ZZ ist aber einerlei mit der Curvenkraft der Bewegung 4, 
die zusammengesetzte aus den Kräften der Bewegungen 7, X, L einerlei 
mit der Curvenkraft der Bewegung BR, .... MNO- 
= D. Folglich ist auch die zusammen- 
gesetzte aus den Curvenkräften der Bewegungen 4, DB, C, D einerlei mit 
der Curvenkrait der Bewegung E. 

$.8. Erklärung. Eine Bewegung in einer krummen Linie oder 
auf einer Fläche, wo aufser den äufseren Kräften allemal noch eine auf 
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der Tangente (Berührungs - Ebene) winkelrechte Kraft von unbestimmter 
Stärke wirkt, so dals der bewegte Punct gezwungen wird, auf einer vorge- 
zeichneten Curve oder Fläche zu bleiben, heifst eine Bewegung auf 
vorgeschriebenem Wege, und die vorgezeichnete Curve oder Fläche 
die Bedingung der Bewegung. Ist keine solche Bedingung vorhanden, 
so sagt man, der Punct bewegt sich frei. 


$.9. Lehrsatz. Wenn auf zwei beweste Puncte, die sich frei oder 
auf vorgeschriebenen Flächen oder Curven bewegen, Kräfte wirken, die 
nach feststehenden Puneten im Raume gerichtet sind, und deren Stürke von 
der Entfernung vom feststehenden Punet abhängt (worunter aber auch 
solche Kräfte sein können, die nach parallelen Richtungen wirken), und 
die Anfangs- und Endpuncte beider Bahnen fallen zusammen, so ist die 
Differenz der Quadrate der Anfangsgeschwindigkeiten gleich der Differenz 
der Quadrate der Endgeschwindigkeiten, 


Beweis. Man setze bei demjenigen von beiden Puncten, der etwa 
frei oder nur gezwungen ist sich auf einer vorgezeichneten Flüche zu be- 
wegen, voraus, nicht nur die Fläche, sondern auch die Curve, in welcher 
er sich wirklich bewegt, sei vorgeschrieben, welches im Erfolg nichts än- 
dert. Nun trägt der Widerstand der Curve nichts zur Änderung der Ge- 
schwindigkeit bei (es mülste denn sein, dafs die Curve irgendwo eine scharfe 
Ecke hütte, für welchen Fall aber überhaupt der zu beweisende Lehrsatz 
nicht giit). Die beschleunigende oder verzögernde Kraft auf der Curve 
ist also nur das Resultat der nach der Tangente zerfällten äufseren Kräfte. 
Nach $. 3. verhält sich jede dieser äuiseren Kräfte zu der ihr zugehörigen 
nach der Tangente zerfüllten Kraft wie die wahre Geschwindigkeit in dem 
betreffenden Punct der Bahn zu der Geschwindigkeit, womit die Entfer- 
nung dieses Puncts von dem zugehörigen im Raume feststehenden Puncte 
zu- oder abnimmt; d. h. die äufsere Krait zu der Geschwindigkeit, wo- 
mit sie sich bestrebt die Geschwindigkeit des bewegten Punets zu- oder 
abnehmen zu lassen, wie die Geschwindigkeit des bewegten Puncts zu der 
Geschwindigkeit, womit die Entfernung dieses Puncts vom feststehenden 
Punct zu- oder abnimmt. Folglich ist (Eucl. 6, 16.) das Rechteck aus 
der äulseren Kraft und der Geschwindigkeit, womit die Entfernung des 
bewegten Puncts vom feststehenden Punct zu- oder abnimmt, gleich dem 


Rechteck aus der Geschwindigkeit des bewegten Puncts und aus der Ge- 
‚Crelle’s Journal d. M. VI. Bd. 1. Hft. 8 
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schwindigkeit, womit diese Geschwindigkeit in Folge der betreffenden äu- 
[seren Kraft zu- oder abnimmt, Addirt oder subtrahirt man Gleiches und 
Gleiches, so ergiebt sich: Die Summe der einzelnen Rechtecke, deren 
jedes aus einer äulseren Kraft und aus der Geschwindigkeit, womit die 
Entfernung des bewegten Puncts vom feststehenden Punet zu- oder ab- 
nimmt, gebildet ist (wobei aber, wenn der bewegte Punct sich dem einen 
feststehenden Punct nähert, und von dem andern sich entfernt, statt der 
Addition eine Subtraction vorzunehmen ist, welches auch für den Fall 
gilt, wo die eine äulsere Kraft eine anziehende und die andere eine ab- 
stofsende ist), ist sowohl für den einen bewegten Punct als für den andern 
gleich dem Rechteck aus der Geschwindigkeit des bewegten Puncts und aus 
der Geschwindigkeit, womit diese Geschwindigkeit wirklich zu- oder abnimmt, 
d.h. (wie man leicht aus der Betrachtung der Fig. 5. erkennt) gleich der 
halben Geschwindigkeit, womit das Quadrat der Geschwindigkeit des be- 
wegten Punets zu - oder abnimmt. (Die vollständige Ausführung des Beweises 


kann hier auf ähnliche Art wie in $. 3. gegeben werden.) Man construire 


üufsere Kraft zwei, eine für den einen, die andere für den andern bewegten 
Punet; man construire sie aber so, daß die von einem unveränderlichen 
Anfangspunet an gerechneten Abseissen einer geraden Grundlinie die Eni- 
fernungen von dem im Raume feststehenden Punct, die aus den Endpunc- 
ten der Abseissen winkelrecht errichteten Ordinaten aber, die jenen Ent- 
fernungen zugehörigen anziehenden (oder abstofsenden) Kräfte ausdrücken 
(man richte aber die Ordinaten nach entgegengesetzten Seiten der Abscis- 
senlinie auf, wenn die äulseren Kräfte theils anziehende, theils abstofsende 
Kräfte sind, und lasse für parallele Kräfte den Anfangspunct der Ab- 
seissenlinie unbestimmt); der geometrische Ort des Endpunets der errich- 
teten Ordinate ist alsdann die jedesmalige zu construirende Curve. Ver- 
gleicht man alsdann zwei zu einer und derselben äufseren Kraft gehörige 
Curven, und begrenzt man jede derselben so, dals die Anfangs - Abscisse 
gleich der Entfernung des gemeinschaftlichen Anfangspuncts beider Bahnen 
vom feststehenden Punct, und die End- Abscisse gleich der Entfernung des 
gemeinschaftlichen Endpuncts beider Bahnen von demselben ieststehenden 
Puncte ist, so erhellt, dafs die zwischen beiden Hülfscurven und ihren Ab- 
seissenlinien eingeschlossenen Flächenräume einander congruent sind (weil 
die Stürke der äulseren Kraft nach der Voraussetzung nur von der Ent- 


nun zweimal soviel Curven, als äufsere Kräfte vorhanden sind, für jede 
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fernung vom feststehenden Punete abhängig, also für beide bewegte Puncte 
bei gleicher Entfernung gleich ist). Folglich ist auch die Summe dieser 
Flächenräume (wenn wir alle äufseren Kräfte in Betracht ziehen, dabei 
aber die auf entgegengesetzten Seiten der Abseissenlinie liegenden Flächen- 
riiume, statt zu addiren, von einander subtrahiren) bei dem einen beweg- 
ten Punct so grofs als bei dem andern. Denkt man sich nun die Ordi- 
nate in jeder Hülfseurve paraliel mit sich selbst und so bewegt, dafs sie 
die Abseissenlinie nach demselben Gesetz durchläuft, wie die Entiernung 
des bewegten Puncts vom feststehenden Punet sich ändert, so lälst sich 
an (Fig.6.) auf ähnliche Art wie in $. 3. der Beweis führen, dals das 
Rechteck aus der äußeren Kraft und aus der Geschwindigkeit, womit die 
Entfernung des bewegten Punets vom feststehenden sich ändert, gleich ist 
der Geschwindigkeit, womit der von der Ordinate durchlaufene Flüchen- 
raum sich ändert. Hieraus, verglichen mit dem bereits Bewiesenen, folgt, 
dafs die Geschwindigkeit, womit die Summe der von der Ordinate in 
sämmtlichen Hülfscurven durchlaufenen Flächenräume sich ändert, sowoh! 
für den einen als für den andern bewegten Punct gieich ist der Geschwin- 
digkeit, womit das halbe Quadrat der Geschwindigkeit des bewegten Punets 
sich ändert. Und hieraus folgt wieder, dafs die Summe der ganzen, von 
der Ordinate durchlaufenen, auf die oben angezeigte Art begrenzten Flü- 
chenräume sowohl für ‚den einen als für den andern bewegten Punet gleich 
ist der Größe, um welche das haibe Quadrat der Geschwindigkeit des be- 
wegten Punets von Anfang his zu Ende der Balın sich ändert. Da nun 
bewiesen worden, dals die Summe der Flächenräume für beide bewegte 
Punete gleich ist, so nimmt auch das Quadrat der Geschwindigkeit von 
Anfang bis zu Ende der Balın für beide bewegte Puncte um gleichviel 
zu oder ab. 


$. 10. Zusatz. Laufen daher beide beweste Puncte mit gleicher 
Geschwindigkeit aus, so langen sie auch im Endpunet mit sleicher Ge- 
schwindigkeit an. 


s. 11. Zusatz. Wenn ein Körper auf ciner vorgeschriebenen 
Bahn, durch die Schwere getrieben, herab- oder ! aufrollt ‚ so erlangt 


er zuletzt dieselbe Geschwindigkeit, als wenn er au » zwischen dem- 
selben Anfangs- und Endpunet enthaltenen gerade “e, mit dersel«- 
ben Anfangsgeschwindigkeit anhebend, herab - oder wäre. 
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$.12. Lehrsatz. Wenn ein Körper auf einer schiefen geraden 
Linie, vom Zustand der Ruhe anhebend, herabrollt, so erlangt er zuletzt 
dieselbe Geschwindigkeit, als wenn er an einer eben so hohen senkrech- 
ten Linie, vom Zustand der Ruhe anhebend, frei herabgefallen wäre. 

Beweis. Wenn bei einer beschleunigten Bewegung die beschleu- 
nigende Kraft sich gleich bleibt, also die Geschwindigkeit proportional mit 
der Zeit wächst, so lüfst sich durch einfache geometrische Schlüsse, wie 
ich in meinen in diesem Jahre zu Zerbst bei Kummer herausgekom- 
menen mathematischen Abhandlungen Seite 452.— 58. gethan habe, 
zeigen, dals die vom Zustand der Ruhe an beschriebenen Räume im dop- 
pelten Verhältnils der darauf verwandten Zeiten stehen. Nun ist die 
Schwere eine unveränderliche Kraft, und sie bleibt es auch, wenn sie 
nach einer schielen geraden Linie zerfällt wird; folglich stehen sowohl 
beim freien Fall, als beim Herabrollen auf einer schiefen geraden Linie 
die vom Zustand der Ruhe an zurückgelegten Räume im doppelten Ver- 
hältnifs der Zeiten. Wenn aber nach Ablauf irgend einer Zeit t die Be- 
schleunigung aufhörte, so würde der Körper, wenn er mit der erlangten 
Geschwindigkeit fortführe sich zu bewegen, in der folgenden Zeit 2 einen 
Weg beschreiben, der durch die Wirkung der Beschieunigungskraft um 
eben so viel vermehrt wird, als der gesammte Weg in der ersten Zeit 
beträgt. Folglich ist die Geschwindigkeit am Ende der ersten Zeit £ so 
srols, dafs ein mit dieser Geschwindigkeit behafteter gleichförmig bewegter 
Körper sich in der Zeit £ um einen \WVeg fortbewegt, gleich dem Unterschiede 
der in der ersten Zeit Z und in der zweiten Zeit £ wirklich beschriebenen 
Wege, d. h. gleich dem Doppelten des in der ersten Zeit £ beschriebenen 
Weges. Nun sei ZB (Fig. 7.) die schiefe Linie, auf welcher der Körper 
herabrollt, und £C die eben so hohe senkrechte Linie; man ziehe BC, und 
fülle das Perpendikel CD auf 22. Alsdann verhält sich die Schwerkraft 
zu der beschleunigenden Kraft auf B wie 4C:4D (indem die auf AB 
winkelrechte Kraft, worin die Schwerkraft zerfüllt worden durch den Wi- 
derstand der vorgeschriebenen Bahn aufgehoben wird). Folglich werden 
AC und ZD in gleicher Zeit beschrieben, und die in € erlangte Geschwin- 
digkeit verhält sich zu der in D erlangten wie 4C: AD. Die in D erlangte 
Geschwindigkeit aber verhält sich zu der in B erlangten (zufolge des Be- 
griffs der gleichförmig beschleunigten Bewegung) wie die auf AD ver- 
wandte Zeit zu der auf AD verwandien, welche Zeiten, zufolge des aus- 
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einandergesetzten Gesetzes der Räume, im Verhältnils #(4D: AB), d. i. 
(Eucl. 6, 8. Zus.) im Verhältnißs 4D:4C stehen. Folglich ist die Ge- 
-schwindigkeit m B gleich der in €. 

$. 13. Zusatz. Hieraus ist leicht zu beweisen, dafs, wenn ein 
Körper, von der Schwere getrieben, auf einer schiefen geraden Linie, mit 
irgend einer Geschwindigkeit anhebend, herab- oder hinaufrollt, er zuletzt 
dieselbe Geschwindigkeit erlangt, als wenn er an einer eben so hohen 
senkrechten Linie, mit derselben Anfangsgeschwindigkeit anhebend, frei 
herab- oder hinaufgegangen wäre. 


$. 14. Zusatz. Hieraus, verglichen mit $. 11., folgt, dafs ein 
Körper, der auf einer vorgeschriebenen Curve oder Fläche herab- oder 
hinaufrollt, zuletzt dieselbe Geschwindigkeit erlangt, als wenn er an einer 
eben so hohen senkrechten Linie, mit derselben Anfangsgeschwindigkeit 
anhebend, herab - oder hinaufgegangen wäre, und dafs überhaupt ein Kör- 
per, welcher aus einer horizontalen Ebene in eine andere herab= oder 
hinaufrollt, zuletzt einerlei Geschwindigkeit erlangt, auf welchem Wege 
er auch dahin gelangen mag, vorausgesetzt, dafs er allemal mit einerlei 
Anfangsgeschwindigkeit ausläuft. Die Geschwindigkeit ist aber bei jeder 
vorgeschriebenen Bahn desto grölser, in einem je tieferen Puncte der Kör- 
per sich befindet, und es lälst sich aus dem Bisherigen durch leichte geo- 
metrische Schlüsse darthun, dals die Differenz der Quadrate zweier Ge- 
schwindigkeiten in verschiedenen Horizontal-Ebenen gleich ist dem vier- 
fachen Rechteck aus der Entfernung beider Horizontal-Ebenen von ein- 
ander, und .zus dem Wege, welchen ein vom Zustand der Ruhe an frei 
fallender Körper in der zum Maals der Geschwindigkeiten dienenden un- 
veränderlichen Zeit zurücklegt. 


Wir wenden uns nun zur Betrachtung des Herabrollens eines Kör- 
pers auf einer Cykloide. 


$, 15. Erklärung. Wenn über einer geraden Linie ZC (Fig. 8.) 
ein Halbkreis 4EC beschrieben ist, und man fällt aus eimem beliebigen 
Puncte E der Peripherie ein Perpendikel EH auf AC, und verlängert es 
von E aus, bis EF gleich Bogen EC, so heilst der geometrische Ort des 
Punctes Z (die Gurve CFD) eine Cykloide oder Radlinie. 


$. 16. Zusatz. Zieht man CM+# HF, so liest COM ganz aulfser- 
halb der Cykloide; es lälst sich aber zwischen CM und den Kreis (nach 


1 2 
- 
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Eucel. 3, 16.) keine gerade Linie aus Ü ziehen; folglich läfst sich noch 
weniger zwischen CH und die Cykloide eine gerade Linie aus C ziehen; 
daher ist COM (mach $.1.) auch eine Tangente der Cykloide. Rückt 
man den Punet E immer nüher an 4, so kann (wenn AD die Tangente 
des Punctes Z in O schneidet) das Verhältnis Z0+-OE—HE:AH, also um 
so mehr das Verhältnils des Bogens /E—HE:AH,d.. AD—EF—HE:AH, 
d.i. ZD— HF: AH kleiner werden als jedes gegebene Verhältnils; folg- 
lich kann der Winkel, welchen die Sehne DF gegen die aus D mit AC 
parallel gezogene Linie macht, kleiner werden als jeder gegebene Winkel; 
oder, was dasselbe sagt: die letztere Linie ist gleichfalls eine Tangente der 
Cyklotde. Die zusammengehörigen Puncte Z und D des Kreises und der 
Cykloide haben daher die Eigenschaft, dals die Tangente der Cykloide mit 
der nach C gezogenen Sehne des Kreises parallel ist. 

Aber diese Eigenschaft ist allgemeiner, wie der folgende Lehr- 


&. 17, Lehrsatz. Zusammengehörige Puncte Z und F des Krei- 
ses und der Cykloide sind allemal so beschaffen, dals die Tangente des 
”unets Z' der Cykloide mit der Sehne EC parallel ist. 

Peweis. Man ziehe FY4:EC, und aus einem beliebigen Punct u 
des Bogens CF die Linie mI==MC, so die Linie ZC in Z, EC 
in £ den Bogen EC in 7, die Tangent e EG des Kreises in e, endlich FN 

K schneidet, Alsdann 3:98) EB 


(Eucl. 1, ter Grunds.) Lm. Da aber (Eucl 1,33.) EF=LX, 

:t auch LK >Lm, und so haben wir bewiesen, dals die ganze Linie 
EN der Cykloide hiegt. Aber das Verhältnis Li:Sehne 
kann, wenn man 77 nahe genug bei Z annimmt, dem Verhältnils der 
Gleichheit näher kommen als jedes gegebene Verhältnifs. Dasselbe gilt 
nach &. 2. vom Verhältnifs der Sehne iE zum Bogen ZZ, also auch vom 
Verhältnis Li: Bogen ZZ, d.i. Li: EF—im, di Li: LK—im, di. 
Li:Li--mXK. Kolelich kann das Verhältnis Li kleiner werden 
Is jedes gegebene Verhältnifs. Aber das Verhältnifs Z:: LE nähert sich 
dem Verhältnißs OP:CZ (2 ist der Durchschnittspunet der Linien CM und 
EG). Folglich kann auch das Verhältnifs m LE, mK:KF, klei- 
ner werden als jedes gegebene Verhältniß. Daher läfßst sich zwischen F’rz 


um so che Bogen Ei>Li, F—-im>Li; folg- 


f 
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und FX keine gerade Linie aus F ziehen; also ist ($.1.) FI eine Tan- 
gente der Cykloide. 

$. 18. Lehrsatz. Der von C aus gerechnete Bogen OF der Cy- 
kloide ist allemal doppelt so grols als die zugehörige Schne OR des Krei- 
ses, und die ganze Cykloide doppelt so grofs der Durchmesser 

Beweis. Man denke sich zwei Punete in Bewegung, eimen aus 
der Peripherie des Halbkreises, den andern auf der CGykioide entlang, so 
dafs sie zu gleicher Zeit allemal sich in zusammengehörigen Puncten X 
und F befinden, also auch zu gleicher Zeit von © auslaufen, und zu glei- 
cher Zeit in £ und D anlangen. Man bezeichne die Geschwindigkeiten 
in E und mit c und Man zerfälle beide Geschwindigkeiten nach 
den Richtungen C4 und CM, und nenne die nach E£ zerfüllten Ceschwin- 
digkeiten d und d’. Man zerfülle aber die Geschwindigkeit ce auch nach 
zwei andern auf einander winkelrechten PENIS deren eine die Rich- 
tung CE ist. Dann verhält sich nach $. 3. (wel ZCEG=CAE) die 
Geschwindigkeit, womit CE wächst, zu ce wie ZE zu (Euel. 
6,8.) wie HE: EC; nach $. 2. aber (wenn G der 
Linien EG und 40 ist) e:d=GE:GH = ah ıcl. 6,8.) BE:EH, 
lich (weil die Tangente des Puncts ist, 8.17.) d.i. dic’ — 
CH:CE= (Eucl.6,8. Zus.) CE: CA. Setzt man alle diese Pepono 
nen zusammen, so findet ‚man: Geschwindigkeit, womit CZ Z 
ec’, d. i. zur Geschwindigkeit, womit Bogen CF wächst, wie BE: CA, d. h. 
die Geschwindigkeit, womit Bogen CF wächst, ist doppelt so groß als 
die Geschwindigkeit, womit Schne .CE wächst. Da nun Bose en CF und 
Sehne CE beide von O anfangen, so ist klar, dafs, wo man auch die cor- 
respondirenden Puncte E und F annehmen mag, allemal CF=2CE. Dar- 
aus ist auch klar, das CD 

$. 19. Leehrsatz. Hat eine Cykloide CD (Fig.8.) eine solche 
Lage, dafs der Scheitel € den untersten Punet ausmacht, die Tangente 
CM aber horizontal liest, und man läßt zwei Körper von € aus mit 
gleichen oder verschiedenen Anfangsgeschwindigkeiten e und C bis zu be- 
liebigen, gleichen oder verschiedenen Weiten aufsteigen, so dafs der erste 
Körper den Bogen s, der andere den Bogen S beschreibt, so verhält sich 
der Verlust des Quadrats der Geschwindigkeit zum Quadrat einer dem 
durchlaufenen Bogen gleichen geraden Linie bei dem einen Körper wie 
bei dem andern. 
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Beweis. Nach Durchlaufung des Bogens s erlange der erste Körper 
die Geschwindigkeit c’, der zweite Körper nach Durchlaufung des Bogens S 
die Geschwindigkeit C’, so ist nach $, 14,, wenn wir den Weg, den ein 
vom Zustand der Ruhe an frei fallender Körper in der zum Maals der 
Geschwindigkeiten dienenden Zeit beschreibt, g nennen, = dem 
Rechteck aus 4g und aus der Höhe des Bogens s. Der Bogen s selbst ist 
aber nach $. 18. (verglichen mit Eucl, 6, 8, Zusatz) die doppelte mittlere 
Proportionale zwischen dem Durchmesser ?r des Kreises und der Höhe % 
des Bogens s, Folglich ist (Eucl. 6, 17.) Os=8rx4 Also verhält 
sich Dce— Oct: Os=4g:8r=g:?7r, und eben so wird bewiesen, dals 
Folglich ist simpl. ex ae. 

$. 20. Lehrsatz. Wenn man, in der eben beschriebenen Lage der 
Cykloide, zwei Körper vom untersten Punet an mit verschiedenen An- 
angsgeschwindigkeiten aufsteigen lülst, so verhalten sich die ganzen durch- 
laufenen Bogen wie die Anfangsgeschwindigkeiten, und wenn man von bei- 
den durchlaufenen Bogen vom untersten Punct an Stücke abschneidet, die 
sich wie die ganzen Bogen verhalten, so findet man zwei Puncte, in denen 
sich die Geschwindigkeiten wie die Anfangsgeschwindigkeiten verhalten. 

Beweis. Die Bewegung erreicht ihr Ende, sobald die Geschwin- 
diekeit in O0 übergegangen ist, d. h. sobald das DD der Geschwindigkeit des 
ersten Körpers sich um De, das [] der Geschwindigkeit des zweiten Körpers 
sich um D]C vermindert hat. Folglich verhält sich, wenn s’ und S’ die 
ganzen durchlaufenen Bogen bedeuten, nach $. 19. Dc:Ds’=UOC:DS‘, 
also (Euel. 6, 22.) verwechselt, e:C=s’:5’, Schnei- 
det man von den Bogen s’ und 5’ Stücke s und S ab, so dals s:S=c:C, 
und nennt man die zu Ende der Bogen s und S erreichten Gescehwindig- 
keiten ce’ und C’, so ist nach $. 19.: 

=De: DE 
UÜc :DC = De:OC 
Ic: Ol’ = De:DC, also auch 

$. 21. Lehrsatz. Läfst man auf die in der beschriebenen Lage 
liegende Cykloide zwei Körper vom untersten Punct an mit verschiedenen 
Anlangsgeschwindigkeiten aufsteigen, so verhalten sich die vom untersten 
Punct an in gleichen Zeiten beschriebenen Bogen wie die Anfangsge- 
schwindigkeiten. 
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Beweis. Da beide Körper nach Durchlaufung zweier Bogen, die 
sich wie die Anfangsgeschwindigkeiten verhalten, zufolge $. 20. allemal Ge- 
schwindigkeiten erlangt haben, welche in demselben Verhältnißs stehen, 
‚so sind beide Bewegungen in nichts als in dem zum Grunde liegenden 
Maafsstab des Raums unterschieden, übrigens aber in Beziehung auf die 
Zeit vollkommen ähnlich. Es werden daher in correspondirenden Zeiten 
Bogen beschrieben, welche in demselben Verhältnifs stehen, d.h. sich wie 
die Anfangsgeschwindigkeiten verhalten. 

$. 22. Zusatz. Hieraus, verglichen mit $. 20., wo bewiesen ist, 
dals die ganzen durchlaufenen Bogen sich wie die Aufangsgeschwindigkei= 
ten verhalten, folgt, dafs die ganzen durchlaufenen Bogen in gleichen Zei- 
ten besehrieben werden. Die Dauer der Bewegung auf der Cykleide, vom 
untersten Punct an bis dahin, wo der Körper zurückzukehren anfüngt,, ist 
also dieselbe, wie grofs auch der ganze durchlaufene Bogen sein mag. 

$. 23. Lehrsatz. Außer der Cykloide hat keine andere Curve 
von einfacher Krümmung die Eigenschaft des Tautochronismus. 

Beweis. Es sei AB (Fig, 9.) eine senkrechte Linie und 2 eine 
gegebene Zeit. Man setze an ZB eine gebrochene Linie BUDEF, deren 
Stücke von beliebiger, aber gleicher Gröfse sind, so dafs die concaven 
Winkel BCD, CDE, DEF u. s. w. sümmtlich nach oben gerichtet 
sind. Die Gröfse dieser- Winkel abor bestimme man nach folgendem Ge- 
setz: Man neige zuerst BC gegen ZB so, dafs ein von der Schwere ge» 
triebener Körper in der Zeit 2 von C bis BD herabrolle. (Zu dem Ende 
darf die Grölse eines Stücks der gebrochenen Linie nicht gröfser gewählt 
werden als die freie Fal!höhe in der Zeit £, Die folgenden Determinatio- 
nen, wodurch die Gröfse eines Stücks der gebrochenen Linie noch mehr 
eingeschränkt wird, ergeben sich nachher von selbst.) Alsdann neige man 
CD gegen BC so, dals ein von der Schwere getriebener Körper in der 
Zeit £ von D auf der gebrochenen Linie DCB entlang bis B herabrolle. 
Alsdann neige man DE gegen DE so, dafs ein von der Schwere getriebe- 
ner Körper in der Zeit £ von E auf der gebrochenen Linie EDCB entlang 
bis B herabrolle. So fahre man allmälg weiter fort. Dadrrch kann man 
die gebrochene Linie so weit fortsetzen, bis die Erreichung der senk- 
rechten Lage eines Stücks das weitere Fortsetzen unmöglich macht, oder 
bis selbst bei der senkrechten Lage des folgenden Stücks das Herab- 
rollen auf der ganzen gebrochenen Linie längere Zeit als die Zeit ? er- 
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Beweis. Nach Durchlaufung des Bogens s erlange der erste Körper 
die Geschwindigkeit c’, der zweite Körper nach Durchlaufung des Bogens S 
die Geschwindigkeit C’, so ist nach $, 14,, wenn wir den Weg, den ein 
vom Zustand der Ruhe an frei fallender Körper in der zum Maafs der 
Geschwindigkeiten dienenden Zeit beschreibt, g nennen, De’ = dem 
Rechteck aus 4g und aus der Höhe des Bogens s. Der Bogen s selbst ist 
aber nach $. 18. (verglichen mit Eucl, 6, 8, Zusatz) die doppelte mittlere 
Proportionale zwischen dem Durchmesser ?r des Kreises und der Höhe A 
des Bogens s, Folglich ist (Eucl. 6, 17.) Os=8rx4. Also verhält 
sich De—Oe:Os=4g:8r=g:?r, und eben so wird bewiesen, dals 
Folglich ist simpl. ex ae. Üc—DOc:Os= 

$. 20. Lehrsatz, Wenn man, in der eben beschriebenen Lage der 
Cykloide, zwei Körper vom untersten Punct an mit verschiedenen Ar- 
angsgeschwindigkeiten aufsteigen läfst, so verhalten sich die ganzen durch- 
laufenen Bogen wie die Anfangsgeschwindigkeiten, und wenn man von bei- 
den durchlaufenen Bogen vom untersten Punet an Stücke abschneidet, die 
sich wie die ganzen Bogen verhalten, so findet man zwei Puncte, in denen 
sich die Geschwindigkeiten wie die Anfangsgeschwindigkeiten verhalten. 

Beweis. Die Bewegung erreicht ihr Ende, sobald die Geschwin- 
digkeit in 0 übergegangen ist, d. h. sobald das DJ der Geschwindigkeit des 
ersten Körpers sich um De, das [] der Geschwindigkeit des zweiten Körpers 
sich um DC vermindert hat. Folglich verhält sich, wenn s’ und S’ die 
ganzen durchlaufenen Bogen bedeuten, nach $. 19. =DOC:DS‘, 
also (Ruel, 6, 22.) verwechselt, e:C=s’:5’, Schnei- 
det man von den Bogen s’ und S’ Stücke s und S ab, so dals s:S=c:(C, 
und nennt man die zu Ende der Bogen s und 5 erreichten Gesehwindig- 
keiten ce’ und C‘, so ist nach $. 19.: 

=0s:0$ =De: DE 
UÜc = De:DOC 
De:OC, also auch ce: C’=c:C. 

$. 21. Hehrsatz. Läfst man auf die in der beschriebenen Lage 
liegende Cykloide zwei Körper vom untersten Punct an mit verschiedenen 
Anlangsgeschwindigkeiten aufsteigen, so verhalten sich die vom untersten 
Punet an in gleichen Zeiten beschriebenen Bogen wie die Anfangsge- 
schwindigkeiten. 
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Beweis. Da beide Körper nach Durchlaufung zweier Bogen, die 
sich wie die Anfangsgeschwindigkeiten verhalten, zufolge $. 20. allemal Ge- 
schwindigkeiten erlangt haben, welche in demselben Verhältniß stehen, 
‚so sind beide Bewegungen in nichts als in dem zum Grunde liegenden 
Maafsstab des Raums unterschieden, übrigens aber in Beziehung auf die 
Zeit vollkommen ähnlich. Es werden daher in correspondirenden Zeiten 
Bogen beschrieben, welche in demselben Verhältnis stehen, d. h. sich wie 
die Anfangsgeschwindigkeiten verhalten. 

$. 22. Zusatz. Hieraus, verglichen mit $. 20., wo bewiesen ist, 
dafs die ganzen durchlaufenen Bogen sich wie die Anlangsgeschwindigkei= 
ten verhalten, folgt, dafs die ganzen durchlaufenen Bogen in gleichen Zei- 
ten beschrieben werden. Die Dauer der Bewegung auf der Cykloide, vom 
untersten Punct an bis dahin, wo der Körper zurückzukehren anfingt, ist 
also dieselbe, wie grofs auch der ganze durchlaufene Bogen sein mag. 

$. 23. Lehrsatz. Außer der Gykloide hat keine andere Curve 
von einfacher Krümmung die Eigenschaft des Tautochronismus. 

Beweis. Es sei AB (Fig. 9.) eine senkrechte Linie und 2 eine 
gegebene Zeit. Man setze an ZB eine gebrochene Linie BCDE/, deren 
Stücke von beliebiger, aber gleicher Gröfse sind, so dafs die concaven 
Winkel ABC, BCD, CDE, DEF u. s. w. sämmtlich nach oben gerichtet 
sind. Die Größe dieserr "Winkel abor bestimme man nach folgendem Ge- 
setz: Man neige zuerst BC gegen AB se, dafs ein von der Schwere ge- 
triebener Körper in der ‚Zeit £ von CE bis DB herabrolle. (Zu dem Ende 
darf die Gröfse eines Stücks der gebrochenen Linie nicht größser gewählt 
werden als die freie Fali, öhe in der Zeit £. Die folgenden Determinatio- 
nen, wodurch die Gröfse eines Stücks der gebrochenen Linie noch mehr 
eingeschränkt wird, ergeben sich nachher von selbst.) Alsdann neige man 
CD gegen BC so, dals ein von der Schwere getriebener Körper in der 
Zeit £ von D auf der gebrochenen Linie DCB entlang bis B herabrolle, 
Alsdann neige man DE gegen DE so, dafs ein von der Schwere getriebe- 
ner Körper in der Zeit £ von E auf der gebrochenen Linie EDCB entlang 
bis B herabrolle. So fahre man alimälig weiter fort. Dadurch kann man 
die gebrochene Linie so weit fortsetzen, bis die Erreichung der senk- 
rechten Lage eines Stücks das weitere Fortsetzen unmöglich macht, oder 
bis selbst bei der senkrechten Lage des folgenden Stücks das Herab- 
rollen auf der ganzen gebrochenen Linie längere Zeit als die Zeit ? er- 
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fordert. Man vermindere nun die Gröfse eines jeden Stücks der gebro- 
chenen Linie, und wiederhole dieselbe Construction von vorn, so wird 
man eine andere gebrochene Linie erhalten. Man denke sich nun die 
Größe eines jeden Stücks so weit abnehmend, dafs es kleiner werden kann 
als jede gegebene Linie, so wird sich die gebrochene Linie einer, aber 
auch nur Einer krummen Linie so sehr nähern, dafs die Abweichung 
geringer werden kann als jede gegebene Abweichung , ohne sie jedoch zu 
erreichen. Für eine andere Zeit £ wird die Curve eine andere sein. Nun 
läfst sich aber beweisen, dafs bei der Bewegung auf einer Cykloide die 
Schwingungszeit gröfser und kleiner werden kann als jede gegebene Zeit, 
wenn man nur den Halbmesser des erzeugenden Kreises grofs oder klein 
genug annimmt, Denn wird der Halbmesser des erzeugenden Kreises all- 
mälig gröfser als jede gegebene Linie, so nähert sich ein gleicher vom 
untersten Punet an gerechneter Bogen, hinsichtlich seiner Lage, allmälig 
einer horizontalen geraden Linie; folglich wird die Zeit des Herabrollens 
grölser als jede gegebene Zeit. Wird aber der Halbmesser des erzeu- 
genden Kreises allmülig kleiner als jede gegebene Linie, so wird die Zeit 
des Herabrollens kleiner | als jede gegebene Zeit. Hieraus folgt, dafs die 
Schwingungszeit auf einer Cykloide, bei unveränderter Intensität der 
Schwerkraft, jeder gegebenen Zeit gleich sein kann, wenn man nur den 
Halbmesser des erzeugenden Kreises danach bestimmt. " Folglich sind die 
vorher angezeigten, durch Näherung vermittelst gebrochener Linien her- 
ausgebrachten Curven lauter Gykloiden. Daher {hat keine, andere Curve 
als die Cykloide die Eigenschaft des Tautochronismus. 
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Note sur les valeurs de la fonction O . 


(Par M, le comte Guillaume Libri de Florence. ) 


1 ‚es questions de Phiysique - mathematique dont on s’oceupe de preference 
depuis quelques anndes, ont oblig@ les geometres Aa considerer avec plus 
d’attention qu’on ne Vavoit fait jusqgwä present, les formules qui expri- 
ment des fonctions discontinues. Ges formules contiennent toutes des in- 
t©grales definies et Von ne connaissait aucune expression propre a repre- 
senter les fonctions discontinues, et qui ne renfermät que des quantites 
algCbriques ou des fonetions logarithmiques et eirculaires. Cependant il 
est possible d’exprimer des fonctions discontinues par des formules qui ne 
contiennent point diintegrales definies, et nous avons montre ailleurs *) 


x 
pour la premiere fois, que la fonction 0% peut servir a cet objet. Mais 
nous n’avons fait alors quindiquer la propriet@ dont jouit cette fonction 
de pouvoir exprimer.une condition de discontinuit© queleonque. Mainte- 
nant nous allons repreimdre cet objet et indiquer avee quelques 
unes des applications que Ton peut faire des proprietes singulieres que 
possede cette fonction, ü la theorie des nombres et a d’autres branches 
de lanalyse. 


On sait que lorsue la fonetion x" log.r est nulle si Texpo- 
sant 72 est positif, et infinie dans le cas contraire **),. A present si l’on 
discute les diverses valeurs de la fonction 


(x —n)logy 
(logy)e 
€ 


lorsque y=0, ou ce qui revient au möme, de la fonction 


(x — n)log0 
(log 0) 


*, Libri Mlmoires de math@matiques et de physique. Fol. I. page 44. 


*#) Lacroix Traitd du calcul differentiel et intdgral, Seconde «edition. Tome I, 
page 35N. 
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on aura trois cas difl@rens selon que supposera >n, 
(r etant une quantite reelle positive quelconque). 


1. Soit e>n, alors le produit (e—n)logO sera toujours &gal ä 
linfini negatif, et aura: 


== e —e e —1. 


II, Soit e=n, lon aura (e— log0 = 01080 =0, et partant: 
0 0 


(log 0) e — ne 
II. Enfin soit on (p etant une quan- 
tit@ reelle positive) et on trouvera: 
(e—n)log0 = — plogO = ©, 
et partant: 
(loz0)e 
ze = e =|(. 
0) (x 
fl resulte de la que la fonction e est egale a zero, de- 


2 = — jusques et inclusivement a et que depuis 
jusqu’a x == cette fonetion est gale lunite. On peut observer que l’on a 
(log0) (x —n) 
(1050) e 0 
e =0 
et comme l’expression O0 est plus simple «que lautre, nous nous en ser- 
virons de preference dans tout ce qui va suivre. 
x—n 


La fonetion O est dun grand usage dans Tanalyse mathematique. 


Ainsı p. ex. lintegrale definie Ip? que Von rencontre dans 


la theorie math@matique de la chaleur, et que Ton eroyoit comprise parmi 
les transcendantes irr@eductibles, donne l’@quation: 


mx 


—x 0 


Ton deduit cette relation fort singuliere: 


nx 


+e 0 te ). 
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En general etant donnde une fonction discontinue quelconque, on 
pourra toujours la considerer comme la somme d’un nombre donne de 
fonctions qui resteront continues entre des limites donndes; et ces limites 
seront determindes par les points ou il y a solution de continuit dans la 
fonction discontinue proposee. Maintenant chacune de ces fonctions con- 
tinues partielles, dont la fonetion discontinue se compose, pourra con- 
siderce comme le produit de deux facteurs dont Tun fournira la valeur 
de la fonction entre les limites deja assigndes, et Yautre exprimera la loi 
de discontinuite; pourvuque Fon ait toujours egard aux valeurs de ces 
fonctions aux limites, et quil sagisse de fonetions discontinues d’une seule 
variable: si le nombre des variables etait plus grand, on devroit augmen- 
ter le nombre des facteurs *). En exprimant la condition de discontinuite 


x—a 
par des fonctions de la forme 0 ‚ on verra que les fonetions discon- 
tinues ne forment pas une classe separce de transcendentes, comme on 
lavoit cru jusqu’a present, et on trouvera lVexpression finie d’un grand 
nombre d’integrales definies qui passaient pour irrdduetibles. 

La fonction © est d’une grande utilit@ dans Tanalyse indetermi- 
nde, et en gendral dans la theorie des fonetions enticres. Ainsi la somme 
des diviseurs du nombre 2 qui se trouvent compris dans la serie des 
nombres 64, 65-1, 5+?2,.... sera dommde par la formule: 


(4.) a+1 
x-m x-m-+1 x-2 x-1 
x—b+a+ı 0 ( 0 ( 0 0 )) 

+23 | | 
x-m-+n x-n x-1 x_n+2 x-2 x-1 x-1 

—(m-n)O —0 \—0 ela/—elc., 


dans laquelle la loi des termes est manifeste, puisque chaque terme se 
compose par une operation tres simple de ceux qui le prdeödent, Si Ton 


*) Dans le Bulletin des sciences mathlmatiques et physiques de Mr. de F&- 
russac, un geometre distingue, Mr. Cournot, a para revoqnuer en doute la possi- 
bilite d’exprimer les fonctions discontinues de la maniere que je viens d’indiquer, La 
chose me semble si claire d’elle m&me, que je craindrais de la rendre moins #vi- 
dente en voulant l’expliquer avec plus de detail. Mais du reste si ce que je dis ici, 
ne paraissait pas encore salisfaisant a Mr. Cournot, je le prierais de vouloir bien 
me designer telle fonction discontinue qu’il voudra choisir, et je m’engage d’avance Ai 
la reduire a la forme que j’ai indiqu& precedemment. 


7 
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vouloit connoitre, par exemple, la somme de tous les diviseurs du nom- 
hre 4, on avot b=1l, et en substituant ces 
valeurs daus lexpression pr@eedente, on trouveroit: 


x-4 x-3 x-1 x-2 xX-] 
0 0 0 ( 0 0 0 ) 
—3.0 \—0 /—2.0 \-0 —0 \-0 


0 0 0 0 


= 4—4.0—3.1— —1—1(— + 1(—1—1(—D)} 
—= — (—1-+1+1—) — +1 
=4+3-1H1=]7, 
dou il rösulte que la somme des diviseurs du nombre 4 est 7. 

S: l’on vouloit exprimer le nombre des diviseurs de zn qui sont 
vompris dans la serie des nombres 5, +1, on au- 


roit la formale: 


-m+2 x 


qui se deduit aisement de Fexpression (F.). 
Maintenant soit pour abreger, p= 


la iormule 


x-p-n x-N-1 x-n x-1 
v0 ( 0 0 0 ) 


exprimera la somme des nombres premiers compris dans la serie des nom- 
bres +1, .... On pourroit par une formule sembla- 
ble Ja preeddente, exprimer aussi le nombre des nombres premiers com- 


pris dans la serie des nombres 65, 5+1, 542, ....d-+e. 


Si lon exprime par M,(y) le nombre de fois que y peut resulter 
de la somme de m termes diflerens dans la serie des nombres naturels 


m(m+1,) 


1,2, 3, . et si Don fait, pour abreger, y- =u, ou 


aura *) Vequation: 


*) Memorie della societa Italiana. Tom.1.. 2 parte, pag. 823. 
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etc. 


dont le second membre sera tout ü fait connu ä laide de la formule (4.). 


Soit donnde l’@quation 
dans laquelle on t a, = —y, ,=—y, — ,=—y+y’, 
et en general: 
= — yM,(m) + y?M,(m)— y’M;,(m)....+ y’M,(m) + ete.; 
en indiquant toujours par M,(m) le nombre de fois que le nombre m 
peut &tre forme par la somme de z termes differens entre eux, de la sc- 
rie des nombres naturels 1, 2, 3, 2... 72. Puisque la fonction M. (m) 
est determinde par la formule (D.), il en rdsulte que les coöfficiens @,, 
Q@, etc. seront tous connus gencralement: on sait diailleurs *) 
que la somme des puissances r"“ des racines de l’equation A=0 (somme 
que nous exprimerons par S,), est donnde par Fequation: 
+ (75) —0,_) a, ete.) + ete., 
et si Ton fait dans cette &quation les substitutions et Jes veductions conve- 
nables, on aura: 
S,=y’+ — y'+ etc. , 
et les nombres s, £, v, etc. seront les diviseurs de r inegaux entre eux. 
Maintenant si Ion veut trouver un nombre premier plus grand qu'un nom- 
bre donne p, on fera dans les formules preeedentes 
r = 1.2.3...(p—D)+s; 
et le plus petit des nombres s, £, v, ete. dans la valeur de S, sera un 


nombre premier plus grand que ?. 


Les formules pr@c@dentes oflrent quelques unes des nombreuses ap- 


plications de la fonction 0 a la theorie des nombres, et servent d’in- 
troduction ä la theorie des transeendentes numeriques que nous 
avons annoncee ä la fin du premier volume des M&emoires de math£e- 


Libri mdmoires de mathematiques et de physique. Fol.I. pag. 10. 


| 
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matiques et de physique. Ces formules peuvent tre varides d’une 
infinit@ de manieres, et renferment la resolution de quelques uns des pro- 
biemes que nous avons proposes A la fin du volume que nous venons de 
eiter. Mais lexposition des methodes varieces dont il faut s’aider pour @vi- 
ter des longueurs excessives de caleul, ne sauraient trouver place ici, et 
«dailleurs les geometres exerce‘s dans ce genre de recherches, saisiront 
aisement lVesprit de notre methode. Dans cette note nous m’avons eu 
dautre but, que de montrer la possibilit@ de r&soudre d'une maniere di- 
recte et sencerale quelques questions d’analyse numerique, qui dtaient re- 
gardees comme insolubles jusqu’a prösent, et nous esperons de lindulgence 
de nos lecteurs qwils voudront nous pardonner ja maniere suceincte dont 
nous avons trait©E dans cet @erit, ce genre de questions. 
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6. 
Vernere mathematische Bruchstücke aus Herrn | 
N. H, Abel’s Briefen. 3 
(Fortsetzung von No. 28. Bd. V. Heft 4. S. 336.) 5 


Schreiben des Herrn N. H. Abel an Herrn Legendre zu Paris. 
( Mitgetheilt durch die Güte des Letzteren. ) 


kn, La lettre que Vous avez bien voulu m’adresser en date du . 
25. Octobre m’a cause la plus vive joie. Je compte parmi les momens 
les plus heureux. de ma vie celui ou jai vu mes essais medriter Vattention 
de Yun des plus grands gcometres de notre siecele. Gela a port@ au plus 
haut degr& mon pour mes etudes, Je les continuerai avec ardenr, | 
mais je serai assez heureux pour faire quelques decouvertes; je les attri- > 
buerai ä Vous” lutöt qu’ü moi, car certainement je n’aurais rien fait sans 
avoir guide par Vos 
Jaccepte avec de Votre tr des fonc- 
tions elliptigues que Vous voulez bien m’ollsir. 
Je m’empresserai de Vous donner les eelaircissagtents que Vous ma- 
vez fait Thonneur de me demander. Lorsque je dis anede nombre de 
transformations diff@rentes correspondantes un nombre premier est 
6(2-+1), jentends par cela qu'on peut trouver 6(2--1) valaurs 
tes pour le module ec’, en suppesant diff@rentielle 
ey 
et en mettant pour y une fonction rationnelle de la forme: rg S 
Cest ce qui a en ellet lieu; mais parmi les valeurs de ce’ id y en aura 
2-1 qui repondent ä la forme suivante de y: 
‚_ A, +4,02, 4,0” 
Ce sont ces 2++1 modules dont parle M. Jacobi. Ils sont en eflet ra- 
eines d’une m&me Equation du degr& +1. Ces 2 +1 valeurs dtant sup- 
posees connues, il est facile d’avoir les 5(z2 +1) autres. 
Crelie's Jomroal d. M. Bd. 1. lin. 10 


= 
.T 
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‘n ellet, en designant par e‘ un quelconque des modules, on aura 
ENEOre -ci: 
auxquelles repondent les valeurs suivantes de y: 
ce? 1Fy Ve’ 1Fy Ve? 
1— 
ce qui est facile de verifier, en faisant la substitution dans l’equation «it- 
ferentielle. 

Toutes les 6(2 +1) valeurs du module sont diff@rentes entr« 
elles, except pour quelques valeurs partienlicres de c. Dans ce qui pre- 
cede, 72 est supposd impair et plus grand que Tunite,. Sin est egal 
ec aura encore 6(2-+1)=18 valeurs difl@rentes. De ces 18 valeurs j] 
aura Six, qui repondent a une valeur de y de la forme: 


_ 
4 a + 


is sont: | 


My en aura quatre repondent une valeur de y de la form 
y= Savoır: 


Epr e = Iso’ [+ 
p 
„ın pour les huit autres modules, y aura la forme 
A-Bx--Cx? 
0. 


"os huit modules seront 


( +c+V2 
+e) | 
Jai donnd des developpemens plus “tendus sur cet objet dans un 
mömoire imprim‘ dans le cahier 4. tome II. du journal de Mr. Crelle. 


Peut-etre vous en aurez deja coNNOISSance, 
ipti 'une riete bien re- 
| »lliptiques jouissent d’une certaine prop 
marcuable et que je erois nouvelle. Savoır sı g 
g 2 
dr = 
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on tonjours: 
+9, (a0) = 
ou p est une quantite algebrique, et 


= 


si lon suppose les variables x, lices entre elles de la ma- 
niere a satisfaire d une dquation de la forme: 

fx et dtant deux fonctions entieres queleonques de P’indetermince 
x, mais dont est paire’ et lautre impaire. Cette propridt? me 
paroit d’autant plus remarquable quelle appartiendra A toute fonetion 


® 
transcendente Il(x) = en supposant (Ax)’ fonetion entiere 


Ax 


a 


quelcongue de x°. Jen ai donn® la d“monstration dans un petit md- 
moire inserd dans le cahier 4. du tome HI. du journal de Mr. Crelle. 
Vous verrez que rien n’est plus simple que d’etablie cette propriet@ gend- 
vale. Elle m’a dt@ fort utile dans mes recherches sur les fonctions ellip- 
tiques. En eflet jai fondd sur elle toute la thÖorie'Je ces fonetions. Les 
circonstances ne me permettent point de publier un ouvrage de gquelque 
tendue que jai eomposÖ depuis peu, car ici je ne trouverai personne qui 
fera limprimer a ses fraiss Ciest pourquoi jen ai jait un extrait, qui 
paroitra dans le journal de Mr. Crelle. La premiere partie, dans la- 
quelle jai considerd les fonctions elliptiques en general, doit paroitre dans 
le cahier prochain. Il me seroit infiniment interessant de savoir votre ju- 
sement sur ma methode. Je me suis surtout attache a donner de la ge- 
ncralitö a mes recherches. Je ne sais si Jai pu y reussir. La seconde 
partie qui suivra incessament la premicre, traitera prineipalement les fone- 
tions avee des modules rdels et moindres que Tunite., C'est surtout la 
fonction inverse de Ja premiere espece qui est Vobjet de mes recherches 
dans cette seconde partie. Cette fonction, dont jai d@montrÖ quelques 
unes des proprietes les plus simples dans mes recherches sur les fonetions 
elliptiques, est g@ndralement diun usage infini dans cette thöorie. Elle 
facilite a un degre inespere la theorie de la transiormation. Un premier 
essai sur cet objet est contenu dans le insere dans le No. 13 


10* 
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du journal de Mr. Schumacher, mais actuellement je puis rendre cette 
theorie beaucoup plus simple. 


La theorie des fonctions elliptiques m’a conduit a considerer detx 
nouvelles fonctions qui jJouissent de plusieurs proprietes remarquables, Si 
l’on fait 


\ 


ou 


A(x) sera la fonction inverse de la premiere espece. Jai trouvd «u'on 
peut de@velopper cette fonction de la maniere suivante: 
1+ B,x*-+ B,x° + --....? 
ou le numerateur et le d@nominateur sont des series toujours conver- 
gentes quelles que soient les valeurs de la variable x et du module c, 
vcelles ou imaginaires. Les coöfficiens A,, Ba, » sont 
des fonctions enticres de Si fait 
= +... 
ou @x et fx sont Ic deux fonctions en question, elles auront la propriet@ 
exprimee par les deux @quations: 
= 
= 
x et y dtant des quantitds quelconques. On pourra representer ces fonc- 
tions de beaucoup de manieres. Par exemple on a: 


4‘ 


= 


a 3 6 

ou 4, B, B', a, a’ sont des quantites independantes de y=e , 

p=e® ; — et — enfin sont les fonetions completes correspon- 


dantes aux modules b=y(1l—e) et 
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Outre les fonctions elliptiques il y a deux autres branches de Yana- 
Iyse, dont je me suis beaucoup occupe, savoir la th@orie de lintegration 
des formules diflerentielles algebriques et la theorie des &quat’ons. A Vaide 
d’une methode particuliere jai trouv& beaucoup de resultats nouveaux, ui 
surtout jouissent d’une tres grande generalite. Je suis parti du probl&me 
suivant de la theorie de Tintegation: 

„Etant propose un nombre queleonque d’int@grales [ydx, 
Sy. 0x etc., ou Yıs Yay » sont des fonctions algebriques quelcon- 
ques de x, trouver toutes les relations possibles entre elles qui pourront 
s’exprimer par des fonctions alg@briques et logarithmiques.” 

Jai trouve d’abord qu'une relation quelconque doit avoir la forme 
suivante: 

ou A, Bis etc. sont des constantes, et u, v,, 
223»... des fonctions algebriques de x. Ce theoreme facilite extre- 
mement la solution du problöme; mais le plus important est le suivant: 

„Si une integrale [ydx, ou y est le x par une dquation alge- 
brique quelconque, peut exprimde d'une maniere queleonque expli- 
citement ou implicitement ä laide de fonctions algebriques et loga- 
rithmiques, on pourra toujours supposer: 

= u+ A,logv + 4,lgı, + ....+ 4.logv,, 
ou A,, . sont des constantes, et u, des fonc- 
tions rationnelles de x et y.” 


iy=ym vürcet R sont des fonctions rationnelles, on 


aura dans tous les cas ou est integrable: 
ı 


OU Pıs Pas sont des fonctions rationnelles de x. 


J'at reduit de cette maniere au plus petit nombre possible les fonc- 
tions transcendentes contenues dans lexpression ; 


f 
m 
vR 


ou R est une fonction entiere, et r une fonction rationnelle. Jai decou- 
vert de m&me des proprietes generales de ces fonctions. Savoir: 
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Soient Pos Pıs des fonctions entieres quelconques 
d'une quantitd indeterminde x, et regardons les co@fficiens des puissances 
de x dans ces fonctions comme des variables. Soient de m&me «°, a‘, 


Jes racines de V’equation 1, m &tant premier ou non, 
et faisons: 


2 
+... 
Cela pose, en formant le produit: 
7 sera comme vous voyez une fonction entiere de x. Maintenant si Von 
designe par x x, les racines de l’equation 7=09, la f 
signe par le quation 7 == 0, la fonc- 
tion transcendante 


0x 
(a) = n9 
(0 — a) R" 
\ 


ou et a une quantit© quelconque, aura la propridt@ suivante: 
C- log (s,) + log log (sn); 
etant une constante, et 
los valeurs, que prendront respectivement les fonetions 
en Cerivant simplement au lieu de x. 

Rien m’est plus facile que la demonstration de ce theoreme. Je Ile 
dommerai dans un de mes me@moires prochains dans le jour nal de Mr. 
Grelle. Un corollaire bien remarquable du theor&me pr&cddent est le 
suvant. 


Si Von fait 


oü r est une fonetion queleonque en- 


tiere de x, dont le degr& est moindre ge —.v—1, ou v est le degre de 

la donetion » (x) est telle que 


par exemple n=1, v=4, on aura r==1, done 


Gest le cas des fonetions elliptiques de la premiere espece. 
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Les belles applications que vous avez donne des fonctions ellipti- 
ques ü lintegration des formules differentielles, m’ont engage ü 
rer un probleme tres general a cet egard, savoir: 

Exprimer, s’il est possible, une integrale de la forme [ydx, ou y 
est une fonetion algebrique quelconque par des fonctions algChriques, 
garithmiques et elliptiques de la maniere suivante: 

fonct. algeb. de [x, logv,, logv,, log v,, .... IL(z), IL, ++]; 
plus generales possibles, etII,, Il, etc. designant des fonetions ellipti- 
ques quelconques en nombre fini. Jai fait le premier pas vers la solu- 
tion de ce problöme, en demontrant le theor&me suivant: 

„Sil est possible d’exprimer fy &x eomme on vient de le dire, 
on pourra toujours donner ä son expression la forme suivante: 
BI, 
ou bay oe Yıs sont toutes des fonctions rationnel- 
les de x et z; mais en conseryant A la fonction y toute sa gendralite, 
jai ete arrötd la par des diffieultÖs qui surpassent mes forces et que je 
ne vainerai jamais. Je me suis done contentd de quelques cas particuliers, 


surtout de celui ou y est de la forme 7 r et R etant deux fonctions 
ı 


rationnelles quelconques de x. Cela est deja tres gencral. Jai reconnu 


quwon pourra mettre Tintegrale f: sous cette forme: 
/ > 
BU, + -+B; +... 

ou toutes les quantitös Ya, . sont des fonc- 
tions rationnelles de la variable x.’ 

Jai demontre ce theor&me dans le m@moire sur les fonctions ellip- 
tiques qui va etre imprime dans le journal de Mr. Creile. Ilma di 
extremement utile pour donner la generalit® la plus grande possible A la 
theorie de la transformation. Savoir, jai non seulement compard entre 
elles deux fonetions, mais un nombre queleonque de fonetions. Je suis 
conduit ä ce resultat remarquable: 


Si l’on a entre un nombre quelcongue de fonctions elliptiques des 
trois especes avec les modules c, ce‘, .... une relation queleon- 
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que de la forme: 

AU) + AT, @) +... + 
X, Sont des variables lices entre elles par un nombre 
quelconque d’Cquations alg@briques, et une expression algebrique et lo- 
garithmique: les modules ec’, doivent &tre tels qu’on puisse 
satisfaire aux Cquations : 

en mettant pour x’, „... des foncetions rationnelles de »; 
a, etant des constantes, Ce theoreme reduit la theorie gend- 


rale des fonetions elliptiques a celle de la transformation d’une fonction 


en une autre. 

Ne soyez pas fach@, Monsieur, que 0s@ vous pr@senter encore 
une Jois quelques unes de mes decouvertes. Si vous me permetterez de 
vous cerire, je desirerois bien de vous communiquer un bon nombre d’au- 
tres, tant sur les fonetions elliptiques et les fonstions plus generales, 
sur Ja theorie des equations algebriques. Jai assez heureux de trou= 
ver une rögle süre a Vaide de Jaquelle on pourra reconnoitre si une dqua- 
tion queleonque proposce est resoluble a Taide de radicaux ou non. 
Un corollaire de ma theorie fait voir que gendralement il est impos- 
sibte de resoudre les “quations superieures au quatritme degre, 

Aorcez etc. 

Christiania. le 25. Novembre 1828. 


| 
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Bemerkungen über die im 3. Hefte des 5. Bandes dieses 
Journals unter Nr. 22. enthaltene Auflösung der Aufgabe 


Nr.6. Band 3. Heft 1. Seite 99. 


(Von einem Abonnenten des Journals. ) 


Di Gleichung, welche $S. 301. aufgestellt ist, nämlich: 
grow 

giebt, wenn man für En seinen Werth Ve + 


setzt: 


2 
f 
Da nun 
(p? 
| p’+ - ( ) 
und ey DE 
(22) 
also ow es/cw 
9 3 (2?) 3 Cs es 0%s 
( 


so giebt die zuletzt genannte Gleichung: 
2 


oder, won man die Nenner wegschalft: 


2 
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oder 


oder endlich: 


Diese Gleichung Er Pag wie man sieht, aus drei Factoren; aber die Fac- 


toren 9=0 und m 0 sind es keinesweges, welche die vollständige 


Lösung der Aukgelin geben; dies geschieht vielmehr nur durch die Differen- 
tial- Gleichung 2ter Ordnung: 


= 0. 


Wenn die gegebene Fläche eine Ebene ist, so hat man 9 =, da- 


her ()= —1 und + 5 ) —=0; dann verwandelt sich die letzte Gleichung in: 


S- 
cıy? 


deren zweiter Theil nichts Anderes ist, als der Ausdruck für den Krümmungsra- 


dius in Polar-Coordinaten (s und ‘p). Die Gleichung giebt also, wie es auch sein 
mulds, die Curve deren Krümmungsradius constant (=Ö)ist, d. i. den Kreis. 
Wenn aber die gegebene Fläche weder eben, noch abwickelbar ist, 
so ist im Allgemeinen (7) nicht gleich Null; und die Gleichung (4.) 
wird durch —=0 nicht befriedigt; daher ist 7,0 kein par- 
tieulaires erstes Integral derselben, und folglich ist auch s= Const, kein 
zweites Integral. Daher 
kann man im Allgemeinen nicht behaupten, dafs die in Rede stehende 
Curve des kürzesten Perimeters die Eigenschaft habe, dafs alle Puncte 
ihres Umrings gleich weit von einem Puncte der Fläche entfernt sind. 
So weit die Berichtigung. — Was die oben erwähnten Resultate 
betriflt, so fand ich 
Istens, wie es 8. 299. angegeben ist, Acosi=R; 
2tens, wenn man in irgend einem Puncte der Curve eine Normale 
zu der krummen Fläche errichtet und durch diese Normale und die Tan- 
sente der Curve in demselben Puncte eine Ebene legt, so schneidet diese 
Ebene die Fläche in einer Curve, deren Krümmungsradius e, multiplicirt 
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mit dem nach dem bekannten Satze, gleich R sein mufs. Elimimirt 


man nun zwischen Acosz=R und esin!= N das 7, so erhält man: 
d.i. die Differenz der inversen Quadrate der Krümmumgsradien der Flüche, 
va denen der eine in der Oseulations- Ebene, der andere aber in derje- 
nigen Tangential-Ebene der Curve liegt, die durch die Normale der Fläche 
geht, ist eine constante Grölse. 
3tens, wenn man eine abwickelbare Fläche beschreibt, weiche eine 
andere Fläche in einer bestimmten Linie berührt, sodann jene umschrie- 
bene Fläche in eine Ebene ausbreitet, so bildet die Linie, in weicher die 
Berührung statt fand, eine gewisse ebene Curve. Nennt man die recht- 
winkligen Coordinaten im Raume x, Y, x, die in der (abgewickelten) Ebene 
u, ?, so hat man (aufser den Gleichungen die zwischen a, y, z als Coor- 
dinaten der Fläche und Curve im Raume Statt finden) zwischen den Grö- 
[sen ©, y, x, £ und x, unter anderen die Gleichung: 


(B ) rs ] es 1? 
t? 
„oz 
— 
- . [7} ‘. . OS CS 
Nun ist aber für die Curve des kürzesten Perimeters 
daher 


dl. i. der Krümmungsradius der ebenen Curve ist coustant, und folglich diese 
Curve ein Kreis. Also: 
„Wenn man die Curve des kürzesten Perimeters von der 
gegebenen krummen Flüche vermittelst einer develop- 
pabeln Fläche abwickelt, so bildet sie einen Kreis.” 
Dies nun ist die characteristische Eigenschaft der Curven des kürzesten Peri- 
meters. — Bevorworten mufs ich noch den Fall, dafs Jemand die Formel (B.) 
in emem Lehrbuche nachschlüge, sie da nur für developpabele Flächen herge- 
leitet fünde, und daraus den Schluls zöge, dafs sie nicht auf alle krumme Flä- 
chen, wie hier geschehen, angewendet werden könne. Sie gilt aber in der 
That für alle Flächen. In Lacroix Zraite du cale. diff. et int. sec. ed. T’. I. 
». 648. findet man diese Formel für developpabele Flächen, und >. 649. die 


Bemerkung, dafs sie allgemein gültig sei. 
11* 
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Auflösung zweier Aufgaben aus der sphärischen 


(Von Herrn Th. Clausen zu München.) 


Beweis des von Herrn Steiner im II. Bd. p. 98. dieses 
Journals gegebenen 12ten Lehrsatzes. 
Die drei Seiten 7, 7’, 2” eines sphärischen Dreiecks sind gegeben; 
man verlangt die Grölse des dem Dreiecke umschriebenen Kreises. 

Man errichte aus den Mitten der Seiten /’ und 7’ senkrechte Bo- 
gen, die sich in dem Punete P schneiden, so ist P der Poi des gesuchten 
Kreises. Der von dem Puncte P bis an die der Seite / gegenüberliegende 
Winkelspitze beschriebene Bogen sei =2; der Winkel zwischen ihm und 
der Seite /’ sei © und zwischen der Seite /”, ©’, Setzt man den der 
Seite 2 gegenüberliegenden Winkel des gegebenen Dreiecks =e, so ist: 
a=@'-+-0‘ In den beiden kleinen rechtwinkligen Dreiecken hat man: 


tangz = cos@ tange, 
tangz3 cos®’tange. 


Addirt und subtrahirt man diese beiden Gleichungen, und berücksichtigt 
die bekannten trigonometrischen Relationen, so ergiebt sich: 
sin 3 7”) t 
sin 
cosz cosz 
Die Summe der Quadrate dieser beiden ist: 


== 2005530 008 


ge 


—= 2sinie sın 


1. ng 
4sin$a* cosja? cosz ge" 
Bekanntlich ist: 
cos cos a sin! sin cos eos!” = cos cos cos(!’-- sin 


Subtrahirt man diese von der identischen Fa 
1= cosj@e’ sinz.a?, 
so folgt: 
ferner, da 
sine? — siny’ sin(x 4 y) su(w—y): 
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sin ) sin ( ) = sinz a?’ sin?’ sin”, 


3 2 
! 17 —] pP . . 
sin ( ) sin ( + ) = cos 1a? sin?’ 


Subtstituirt man (2. und 3.) in (1.), so ergiebt sich: 
4 sın“/? sin 4? sin 
tango? = 2 2 2 
sin ( ) ( +/ ) ( ) 


und hieraus: 


cos 


- 


2 


sine 
4 sin$ 1? sin 7? sin 742 


4 sin — —siny -F sin + sin — sin sin z — sin — 


2. Es seien die drei Winkel eines sphärischen Dreiecks, «a, «‘, «', 
man sucht die Gröfse des in dem Dreiecke beschriebenen Kreises. 

Man halbire die beiden Winkel @ und @’ durch Bogen, die sich in 
dem Puncte Q schneiden. Der von Q auf die dem Winkel «” gegenüber- 
liegende Seite 2°” gefällte senkrechte Bogen sei 7, dessen Endpunet die 
Seite in die beiden Theile 9 und $° theilt, Es ist unter diesen Voraus- 


setzungen : 
cot}e = sind 


cotZa' = sinh’cote, 
woraus man durch Addition und Subtraction erhält: 
sinz(a’-- a) 


sinzasinza’ 


sin 32” 


(a’—.a) 


/ 


Die Summe der Quadrate dieser beiden ieh ist: 


4 sin 1°? sin$a* siri 
Ferner hat man: 


cosa” = cos!” sina sin a’ — cosa cosa’ 
= — cos cos(a’+ a) — sin 
2 
cosz a” cos sinz (a’ + a)’ + sin}! sin! 


= cotc”, 


| 


(sin sın sis — sın + sin + sin — 


\ 


) 
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und da 
cos — siny® = c0os(r + Yy) cos(e—y): 
cos( cos( ) = 
2 
; 


cos ( + ) cos( + 


Nach Substitution der Gleichungen (5. und 6.) in die Gleichung (4.) 
erhält man: 
4 cos costa’” 


> cos 5 cos 


cote? 


hierdurch: 


un 0” 
atata' —atata” a—ata' 
— 008 cos cos | — 
2 2 2 2 
a a’ a‘’ a a a’ a’\? 
1 
4 cos 2 a* cos 2 a” cos}a’'* 
at a'' a a a’ a’ a’' 


Es ist kaum nöthig zu £ die sphärischen Ra- 
dien der gesuchten kleinen, auf der Kugel beschriebenen Kreise sind. 

3. Die Gleichungen für die Grölse des umschriebenen Kreises 
ilst sich durch die Winkel des Dreiecks folgendermafsen ausdrücken. 
Durch die Gleichung (6.) hat man: 


cos ” ta ) 


— 
sina Sina‘ 


lolelich auch: at a'—a” 
cos cos 


z sina’ siına 


und 


sin 2 sin a’ sina’ 


Verbindet man diese letztere mit der Gleichung (2.) und substituirt sie 
mit den beiden ersten zugleich in (1.), so folgt: 


4 


S, tang e* —atata‘ a— at a” at 
cos( <) cos( 2 cos( 2 ) 
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4. Eben so findet man für den in dem Dreiecke beschriebenen 
Kreis, wenn die Seiten gegeben sind, mittelst der Gleichungen (3.): 


sin ) sin 


2 
1,2 
sin ( + + ) sin (F -) 

,„/2 2 2 

= 
sin sin! 


sin 


sın 


= 


und endlich aus (5.): 


. 
2 2 


5. Setzt man die Spitze eines dreiseitigen Körper-Ecks in den 
Mittelpunct einer Kugel, so bildet der Durchschnitt der drei, das Eck bil- 
denden Ebenen, mit der Kugelfläche ein sphärisches Dreieck, dessen Sei- 
ten den Winkeln der Kanten, und dessen Winkel den Flächenwinkeln 
des Körper-Ecks gleich sind. Eine von der Spitze desselben durch den 
Pol des in dem sphärischen Dreiecke beschriebenen Kreises gezogene Li- 
nie ist der geometrische Ort des Mittelpuncts aller Kugeln, die einzeln 
die drei Ebenen berühren; und zwar ist der Halbmesser R, einer beliebi- 
gen derselben, wenn die Entfernung des Mittelpunets von der Spitze des 


Körper-Ecks = g, ist, R=g,sine. Es sei in Beziehung auf eine zweite 
dieser Kugeln A, =, sing, so ist, wenn sie die erstere berührt: 
R,—R 
"=R+R; 
folglich: 


1+sino __ 1-4- sin o\? 
ang tang (45 +30) =( + = (tangr+ 


welches, wenn die Gleichung (7.) oder (9.) substituirt wird, die von Hrn. 
Steiner gegebene Formel ist. 
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Auflösung der im 2ten Bande dieses Journals p- 96. von 
ilrn. Steiner gegebenen 4ten Aufgabe. 


Die von Hm, Steiner gegebene Aufgabe ist mit der folgenden 
identisch. 

„In dem Umfange eines Kegelschnitts liegen die Mittelpunete einer 
Reihe Kreise, wovon jeder die auf beiden Seiten liegenden, und einen aus 
dem Brennpuncte des Kegelschnitts als Mittelpunet beschriebenen Kreis 
berührt; die Relation zwischen den Dimensionen des Kegelschnitts und 
dein letztgenannten Kreise zu finden.” 


1. Es sei der halbe Parameter des Kegelschnitts p, die Excentri- 
eität e, der Halbmesser des aus dem Brennpuncte beschriebenen Kreises g, 
die aus dem Brennpunete an die Mittelpunete zweier aufeinander folgen- 
den der andern Kreise gezogenen Linien r und r‘, welche mit der Ab- 
sidenlinie die Winkel ® und ®‘ bilden, so hat man: 


ecosyp’ 1-+-ecosg'? 
und die Halbmesser der beiden Kreise: 


p 
1tecospg Itecosg 
Die Summe dieser beiden Halbmesser bilden die Seite eines ebe- 
nen Dreiecks, in welchem @— @ der gegenüberstehende Winkel, und r 
und r’ die beiden übrigen Seiten sind. Es ist also: 


und nach Reduction: 

0= cosP) 

+ cos®’+ pp sind sin®‘. 

Um dieser Gleichung eine einfachere Gestalt zu geben, bemerke ich, dafs 
ınan folgende Substitutionen machen könne: 


sind = sine sind, t' sind’ = sine 
— 1 — 1 — 005% cos 6. 


Maltiplieirt man also die Gleichung (1.) mit £f, und substituirt dann diese 
Werthe, so ergiebt sich: 
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0 = pp—4pe +?2ee— 4ee(e—p)cosa +(pp-+2ee ge) cosa® 
3, + 
+ {(pp + (pp-+?ee e2)} cos 9 
pp sind’ sind. 
Setzt man also den Co@ffieienten von + cos9=0, so wird 
oder = ——. 
2. Der erste dieser Werthe von c0s& giebt für die Gleichung (3.): 


PP 


cos®’ cosd + sin 9 sind. 


Der zweite Werth giebt: 


4 
5, cos 2ee00 200+ ER. 
PP 
Wenn man die zweite Substitution anwendet, so ist e = —t_; 


cos 


und da cos zwischen den Grenzen +1 und —1 enthalten ist, so muls 


p 
1—e 


sich von selbst, dals e immer positiv ist.) Sie umfafst also alle Fälle, wo 
der aus dem Brennpuncte beschriebene Kreis den Kegelschnitt nicht schnei- 
det. Dieses ist für unsern Fall hinreichend, da die Reihe der Kugeln 
nicht über den Schneidungspunct hinaus verlängert werden kann. 


e zwischen # und ups oder zwischen und © liesen. (Es versteht 


Ist nun sine nicht = 0, welches nur für den Fall einer Berührung 
mit dem Kegelschnitte Statt findet, so sind ® und 5 zu gleicher Zeit 0, 
#, 2” etc., und wenn $ dem Werthe ® entspricht, so entspricht = +9 
dem Werthe #-F®, woraus die von Herrn Steiner durch so scharfsin- 
nige geometrische Betrachtungen gefundene Gleichzeitigkeit der Commen- 
surabilität für alle beliebige Anfangspunete der Reihe folgt. Soll also nach 
u Umlüufen der (2-+1)te Kreis mit dem ersten zusammenfallen, so muls 

6. cos (=?) 


sein; mithin: 


T. „= lı+ + /(s in ee cos (=) 


€ kann also bei einer Ellipse, wo e<{1, nicht gröfser als 


9 
‘erden 
den, 


welche Grenze für o der grofsen Axe gleich ist. 
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Ich füge einige specielle Fälle hinzu: Ist der Kegelschnitt eine Pa- 
rabel, oder e= 1, so ist 


un 40 
8. COS == — 


ist @ die senkrechte Entlernung des Mittelpunets des Hauptkreises von 
einer geraden Linie, so hat man für diese: 


—; 
005 p? 
betrachtet man also dieselbe als einen Kegelschnitt, so wird 
e 


folglich : 


Iun 990 
g. cos ( ) == 
n aa 


Dieser Fall, dafs eine Reihe Kreise, deren Mittelpuncte auf einer 
geraden Linie liegen, sich gegenseitig und alle einen andern Kreis berüh- 
ren können, wird nur dadurch möglich, dafs der eine Kreis sie alle ein- 
schliefst, und so den Übergang von der einen auf die andere Seite bildet *). 


*) Erst nachdem die gegenwärtige Abhandlung gedruckt ist, bemerke ich, dafs 
die in derselben enthaltenen Ausdrücke der Tansenten der Halbmesser- Winkel der 
in und um ein sphärisches Dreieck beschriebenen Kreise sich auch in meinem Lehr- 
buche der Geometrie, Berlin, bei Reimer, 1826 — 27, Seite 916. $. 747. finden. Da 
dieses Buch, obgleich fast durchweg eigenthümlich, bis jetzt noch wenig allgemein 
bekannt geworden ist, so sind die benannten Formeln gleichwohl noch als neu zu be- 
trachten, und es ist gut, dafs sie hier mitgetheilt wurden. Ich bitte indessen den ver- 
ehrten Herrn Verfasser hierdurch um Verzeihung, dafs ich ihn darauf aufinerksam zu 
machen übersehen habe, und zwar um so mehr, da ich so eben erinnert worden war, 
welche sorgfältige Rücksicht Er auf etwa schon Vorhandenes zu nehmen gewohnt ist. 
Denn noch eanz kürzlich hatte Er mir in einem Briefe seinen Willen zu erkennen 
gegeben, dals der Aufsatz No. 83. im 4. Hefte 5. Bandes S.383., der inzwischen ge- 
druckt worden war, zurückgelegt werden sollte, weil die Darstellung desselben, wie 
Er später gefunden, schon von Lagrange in der Nlec. anal. gegeben sei, welche Be- 
merkung des Herrn Verfassers ich zugleich hierdurch bekannt zu machen nicht un- 
terlasse. Ich hoffe auf geneigte Entschuldigung. 

Anm. d. Heraussz. 
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Über die Berechnung des Näherungswerthes doppelter 
Integrale. 
(Von Herrn Dr. Ferd. Minding zu Berlin. ) 


E; sey s=®P(x,y) irgend eine rationale Function von x und y von 
einem beliebig hohen Grade. Man habe 2 Werthe von x, die zwischen 
und liegen, nemlich: 

eben so m Werthe von y, alle zwischen O und «, nemlich: 
Das Product 2 werde durch fx, und 


durch #y bezeichnet. 
Ferner sei 
ZEV 
B, 
Dividirt man nun P(x, y) zuerst mit fa, so wird der Quotient einen un- 
gebrochenen und einen gebrochenen Theil enthalten; dividirt man den 
Quotienten mit /'y, so wird jeder Theil desselben wiederum in zwei andre 


zerfallen, so dafs man erhält: 
Jx.Fy tat 


wo (x, P, Q, R rationale ganze Functionen sind. 


oder 


2. Da ein ächter Bruch ist, so kann in Bezug auf x 


und y höchstens resp. von der Ordnung 2—1 und m—-1 sein. Bedeutet 
b irgend eine der Größen a,s, 0,5, und B irgend eine der 
Grölßsen 4,0, » so hat die Function die Eigenschaft, dals 
für y=ß:z=3z' wird. 

Hieraus kann =’ folgendermafsen gefunden werden: 
Man setze: 

12 
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wo Y,, ganze Functionen von y von der m —iten Ord- 


nung sind. 
Man erhält 
U, 
wo D, etc. 


. U U . [7 
Nun sind aber 7? 7, etc. ebenfalls ächte Brüche; und da allgemein: 


%)= P(b,P), so erhält man durch Zerlegung: 


U, _ 9Yla,s,0a,0) P(a,s, &, 06) + Ss, &m ©) 


und so fort für U,, 
Hieraus ergiebt sich: 
1 ( @,0 4 Pa,5, ) 


1 


U, TV, 


Dies ist eine Interpolatiousformel für eine Function zweier veränderlicher 
Grölsen, 
3. Man setze so erhält man 
Man bestimmt nun leicht die Funetionen TI, X und R. Stellen wir zu 
diesem Zwecke z durch folgende Reihe vor: 


in welcher allgemein: 


‘ 


so dals, wenn man nach Potenzen von x und y zugleich ordnet, hervorgeht: 


Um nun [I zu erhalten, braucht man bloß mit fx in x zu dividi- 
ren und den gebrochenen Theil des Quotienten wegzulassen, 2 diese Weise 
erhält man, indem man sich der oben gegebenen Reihe für — 75 bedient: 


Ordnet man hierauf z nach Potenzen von y, so dafs: 


_ 
- 
7 
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wo 
und dividirt mit Fy, so erhält man: 
Um nun R zu erhalten, braucht man nur eine dieser Reihen, z. B. 
Il, noch mit Fy zu dividiren. Zu dem Ende sei Il, nach y geordnet: 


+... 
wo 


Man erhält dann durch Division: 
B, + + U (B,y’-+B,y+B;) + 
Aus Il und X lassen sich P und Q erhalten. Bezeichnet man die 
verschiedenen Werthe von Il, welche man erhält, wenn y=2,0, 4,0, ..» 
vesetzt wird, der Reihe nach mit IL, IL, IL, »..., so ist 


o 
P IT, I, 


Fy Fa,0.y—a,6 F'a,0.y—a,0 Te 
Auf ähnliche Weise findet sich: 


K K, 
4. Soll nun das Integral Ws u: dy zwischen den Grenzen O und s, 
O und a in Bezug auf x und y näherungsweise gefunden werden, so sub- 
stituire man demselben das Integral ff’ dx dy, und der Fehler Z wird sein: 
E= oder auch 
E = 
Um nun den Fehler möglichst zu verringern, nehmen wir, nach dem 
\ufsatze des Hrn. Prof. Jacobi im ersten Bande dieses Jourmals p. 301.: 
n+i.n-+2....2n da” 
durch welche Annahme man erhält: 
und, zwischen denselben Grenzen: 


448 


| 
n--1°, .2n® 2n-+1 5 


2 22 
dr = N. sent? . dc = N U, f, 


Es sei nun 
+75 Jo #a,0.y—e, 6 
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so erhält man den Nüherungswerth des Integrals [[z dx dy: 
5. Mau hat, vermöge des oben gegebenen Ausdrucks für P 

Man bezeichne den Werth, den Y, erlangt, wenn y=«,0 gesetzt wird, 
durch T',, so erhält man: 


2 
Nun ist aber die Summe I„ te" Int.» offenbar der Nä- 
heruneswerth des Integrals [?F,„ dy, nach der Gaufsischen Methode mit 
m Ordinaten berechnet, welchen wir mit Y,, bezeichnen. Auf gleiche 
Weise wird unter der Näherungswerth von [Yan dy 
d. i. die Summe: 


Hieraus folot: 


‚n+1?n--2? n—-1? ) 


Ganz auf dieselbe Weise eroiebt sich, wenn man die Nüherungswerthe der 
fe) 
Integrale [U X, dx mit Ordinaten berechnet, durch X, bezeichnet: 
= o ? 


am-+tı 74 1 


wo M eben so von m abhängt, wie vorhin YV von z. 


Ferner ıst 


fededy= N. 4 (4 s+4)+...4 
wenn man den genauen Werth des Integrals /? Y,dy mit 7, und den 

von da mit &, bezeichnet. 
Hierdurch erhält man, indem man R eliminirt, für den Fehler fol- 
senden Ausdruck: 


| 
| 
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Da in dem Ausdrucke des Fehlers E alle Co@ffieienten er ) verschwinden 


sind, deren Indices x und v resp. kleiner waren, als 22 und 2x, und da 


solcher CGoöfficienten, von bis incl, überhaupt 72 sind, so 


haben wir durch die Wahl der vortheilhaftesten Werthe der Coordinaten 
die 4nm ersten Glieder der Reihe z erschöpft. 


Soll die Integration von /[sdxdy zuerst zwischen veränderlichen 
Grenzen geschehen, so lassen sich diese sehr leicht auf constante zurück- 
führen. Denn wenn zuerst von y=» bis y=r zu integriren ist (wo 
und ® Functionen von x sind), so setze man: Y=o+ (r—w)u, wodurch 
das gegebene Integral übergeht in: /[/z.7—w.dx du, welches in Bezug 
auf u zwischen den Grenzen O0 und 1 zu nehmen ist. 


Um die Brauchbarkeit der vorstehenden Methode zu prüfen, be- 
log vulge y 
=y=101l. Ich fand zuerst durch Annahme zweier Werthe 
von x und von y den Werth: 231,1; durch drei Werthe von x und y: 
237,3; durch 4 Werthe: 236,4. Durch wirkliche Integration aber fand 

ich: 256,3. 


rechnete ich das Integral: [dx dy zwischen den Grenzen 
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10. 
Beweis des Satzes No.68. 2. Band, 4. Heft, S. 395. 


dieses Journals. 


(Von dem Herrn Ingenieur Pr. Lieut. v. Renthe zu Berlin.) 


B ienatn. Wenn drei Kreise von gegebenen Halbmessern in einer und 
derselben Ebene liesen, und von einer und derselben geraden Linie berührt 
werden, und A bezeichnet den Flächen -Inhalt des geradlinigen Dreiecks, 
in dessen KEeken die Mittelpuncte der drei Kreise liegen, ö’ hingegen den 
Flächen-Inhalt des Dreiecks, in dessen Ecken die Mittelpuncte der drei 
Kreise dann liegen, wenn sie in veränderter Lage eine beliebige Coordi- 
naten-Axe der x berühren, während ihre Mittelpunete in derselben Ent- 
fernumg von der auf dieser Axe senkrechten Axe der y bleiben, wie zu- 
vor; 0° endlich den Flächen-Inhalt des Dreiecks, in dessen Ecken die 
Mittelpuncte der drei Kreise liegen, wenn sie wieder in veränderter Lage 
die Coordlinaten-Axe der y berühren, während ihre Mittelpuncte in glei- 
cher Entfernung wie in der ersten Lage von der Axe der x sind, so ist: 


+0 


Beweis. Es seien r, r‘, r” die Halbmesser der gegebenen, die 


gerade Linie {B (Tal. 1. Fig. 10.) in 0, 0‘, 0“ berührenden Kreise, zu de- 
ren Mittelpuncten b, die senkrechten Coordinaten x, LE 
gehören, und a’, 5’, ec‘ und a”, 5”, c” die Mittelpuncte der drei gegebe- 
nen Kreise in der veränderten Lage gegen die Axen der x und der Y; 
ferner werden die Seiten der drei Dreiecke, deren Ecken in den Mittel- 
puncten der Kreise liegen, durch die am entgegengesetzten Scheitel ste- 
henden Buchstaben benannt. 


Nach der angenommenen Bezeichnung ist: 
Hr), 
= 
daher 


Eben so 


Ferner 


oder 


Endlich 


und 
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24% 


‘ ‘4 
r— r—r=r—r, 
= d. 


(B) Va" — a) = 


Durch Wegschaffen der Wurzelzeichen erhält man aus (4.): 


oder 


Aus und (C.): 


daher 


Um — a’? d’ d’’ bh’? d dd‘, 


also 


= — —=0, 
A? — 0? + 


Berlin, den 28. März 1850. 
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Beweise einiger geometrischen Sätze. 
(Von Herrn Th. Scheerer, Stud. math. ) 


Il. Leinen. Jede Ebene welche durch die Mittelpuncte zweier ge- 
genüberstehender Kanten eines beliebigen Tetradders gelegt wird, halbırt 
dasselbe. (Gergonne’s Annalen.) 

Beweis. ABCD (Tal. £. Fig. 11.) sei ein beliebiges Tetraäder, E 
und # seien die Mitten zweier gegenüberstehender Kanten. Legt man 
durch die Kante {D und den Punet E eine Ebene, so wird, weil sie durch 
den Scheitel 4 geht, und die Grundfläche BCD halbirt, das Tetraäder 
durch dieselbe in zwei Hälften getheilt: 

1. ACDE = ABDE = 1ABCD. 
Wird eine Ebene durch den Punet F und die Kante DC gelegt, so ist aus dem- 
selben Grunde: 2, BCDF = ABCF = Z2ABCD, 
Aus (1. und 2.) folgt: 3, ACDE = ABCF. 
Da aber £CDE und AJBCF das Tetraöder ZCEF gemein haben, so er- 


siebt sich aus (3.): 4 CDEF ABERr. 

Jetzt lege man eine beliebige Ebene EGFL durch E und F, und file 
aus den vier Ecken des Tetra@ders die vier Lotlie e, b, e und d auf die- 
selbe, so ist: axEFH+-d4xEFH=CDEF, 


bxXEFG--ce xEFG = ABEF, 
und deshalb nach (4.): 
5. = (b+o)EFG. 
Da die Ebene EGFH die Kanten /D und BC in der Mitte schneidet, 
und die Neigungswinkel dieser Kanten unterhalb und oberhalb jener Ebene 
gleich sind, so ist a = € und d=b, woraus folgt: 
6. EFH= EFG, 
7. dXEFH=bXEFG, 
8. DEFH = AEFG. 
Aus (1. und 8.) aber folgt: 
9, ACHEGF = BDHEGF. 
II. Lehrsatz. Zieht man in einem convexen Vieleck alle mög- 
lichen Diagonalen, und verlängert alle Seiten, dafs alle diese Geraden 


einander wo möglich paarweise schneiden: so entstehen, im Allgemeinen, 
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innerhalb des Vielecks gerade halb so viele Durchschnittspuncte als au- 
[serhalb, z.B. beim Zwanzigeck innerhalb 4845, au/serhalb 9690. (Ge- 
genw. Journal, Band III. Heft 2. S. 209.) 

Beweis. Bei einem beliebigen 2 Eck werden, bei Verlängerung 
der Seiten und Diagonaien, im Allgemeinen nur solche Durchschnittspumete 
entstehen, die von zwei Geraden gebildet werden. Nun kann man be- 
kanntlich durch vier Puncte sechs Gerade legen, und diese schneiden sich 
paarweise in drei Puncten, von denen einer innerbalb und zwei aufserhalb 
der beiden Punete liegen. Zu je vier Ecken eines 2 Ecks werden also 
ebenfalls ein Durchschnittspunct in dem Polygon, und zwei aufserhalb des- 
selben gehören. So viel mal, wie man also vier verschiedene Ecken zu- 
sammenstellen kann, so viel Durchschnittspuncte wird es innerhalb, und 
noch einmal so viel aufserhalb geben. Es lassen aber z Elemente, zu vie- 


ren geordnet verbunden, 15337 - verschiedene Verbindun- 


f N 
gen zu. Daher giebt es sr Durchschnittspunete im z Ecke, 


aufserhalb desselben. Beim Zwanzigeck würden 
. 


dies z. B. innerhalb und aufserhalb2x 722 =9690 sein. 
Il. Aufgabe. Drei in einer Ecke zusammenstofsende Seiten- 
kanten einer dreiseitigen Pyramide sind gegeben: man soll die der Ecke 
gegenüberliegende Seitenfläche so bestimmen, dafs der Inhalt der Pyramide 
ein Maxımum sei. (Gesenw. Journal, Band V. Heft. 3. Seite 318.) 
Auilösung. Da die Gröfse einer dreiseitigen Pyramide von ihrer 
Grundfüche und Höhe abhängig ist, so werden die drei gegebenen Kan- 
ten notwendig so zusammengefügt werden müssen, dafs die möglichst 
gröfste Grundfläche und Höhe entstehet. Dies wird aber nur dann der 
Fall sein, wenn zwei Kanten auf einander senkrecht stehen, und die dritte 
auf beiden senkrecht ist. Denn sobald die dritte Kante mit den andern 
keine rechte Winkel mehr bildet, ist die Höhe, und sobald die beiden übrigen 
Kanten nicht mehr senkrecht zu einander sind, die Grundfläche kleiner als 
vorher. Sind «, b, c die drei gegebenen Kanten, so mülste also, für das 
Maximum des aus ihnen zusammengefüsten Tetraöders, nach einem bekann- 
ten Lehrsatze, die gegenüberliegende Fläche = (a sein *). 


*, Die nemliche Auflösung ist auch von dem ungenannten Herrn Verfasser des 


Aufsatzes Nr. 7. in diesem Journal gefunden und dem Herausgeber fast zu derselben 
Zeit mitgetheilt worden, als er die gegenwärtige erhielt, Anm d, Heraussg. 
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12. 


Theoremes ei problemes sur les nombres, 


Insorsme Il. Sin est un nombre premier, les sommes des nombres 
1, 2,3, 4....n—1, pris deux a deux, guatre a guatre, six a six etc. 
et divisees par n, laissent un nombre egal de fois les restes 1, 2, 3. 
... n—1, et lerestes O une fois de plus; et les sommes des mömes nom- 
bres 1,2, 3, 4,....n—1, pris trois a trois, cing a cing, sept a sept etc. 
et divisdes par n, laissent encore les restes1, 2,3....n—1 un nombre 
egal de fois, mais le reste O une fois de moins. 
Demonstration. Soit z une des racines imaginaires de l’equation 
l. «"—1=0, 
on sait que les 2—1 racines de l’equation 
2. 

sont &, @, &, et que les co@ffieiens de l’equation (2.), expri- 
mes par ses racines, sont: 
= —1, 
tee = 


3. 


Si dans ces &quations on fait les produits des racines, les expressions des 
puissances de & seront les sommes des nombres 1, 3... 

deux ä deux, trois A trois, quatre A quatre etc. Mais puisque @"—= 1, ces 


produits se reduiront aux puissances @°%, &, 2... @"=1; done 
ces puissances se presenteront plusieurs fois, aussitöt que les exposans sur- 
passent n. Mais toutes les sommes de ces produits etant des quantites 
r&elles et entieres, il faut aw'elles contiennent les puissances a, @’ ... 
... @"" un meme nombre de fois; car si quelques unes des puissances 
n'y dtoient pas, y entreroit des quantites imaginaires, ou au moins irra- 
tionnelles, «ui ne pourroient Ötre detruites par d’autres: done il faut que 
les equations (3.) aient la forme: 
tt... —1, 


\ 
-_ 
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ou 2,9 2... sont des nombres entiers; et cela fait voir que la division 
des sommes 1+2, 143, ....2+3,.... par n donnera un meme 
nombre de fois les restes 1, 2, 3, ....72—1 et le reste O0 une fois de 
plus; Ja division des sommes +3, 1+2 +4, ....2 +3 
par 2 domnera un nombre de fois les restes 1, 2, 3... . 
et le reste O une fois de moins etc. 


Theoreme II Sin est un nombre premier, les coöffieiens bi- 
nomiaux (n—1),, (r—1);, (r—1); ete. dtant divisces par n, laissent —1 
pour restes, et ceux-ci: (n—1),, (r—1),, (r—1);, + etant divi- 
sees par n, laissent +1 pour restes. 

Demonstration 1. Les nombres des termes ü gauche dans tes 
equations (3.) sont (ra—1),, (r—?2),, 0... Mais en vertu des 
equations (4.) elles pourront toujours etre reduites &: 


5, ++... te) +1, 


dont chacıme n’a que 2 termes, apres avoir alternativement supprime ou 
ajoute un seul terme; done il faut que (2 —1), +1, (r—1),—1, (n—1),—1, 
(a—1),+1 etc. sosient divisibles par 


Demonstration 2. (Par un abonne.) Un queleonque des coct- 
fieiens binomiaux de la puissance 2— 1 peut &tre exprime par 


(n—1)(n— 2) (n—3)....(n—m) 


ou bien par 


ou Bis Bes » » sont des nombres entiers. Lequation (7.) donne 
ou bien 
Cette &quation est divisible ä gauche par 2; mais les facteurs 
1,2, 3.0... m ä droite ne le sont pas, @tant premier et tous les 
nombres 1,2,3.... 7a etant moindres que 23; done il faut que le facteur 
soit divisible par dest a dire ge (rl, 
(r—1),-+1 etc. le sont. 
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Theoreme III. Generalement, si n est un nombre premier, les 
yuantıles suivantes: 
1) N3 5 Nm-ı 39 
3) +2, (n—2),—3, +4, 
4) 2(n—3),+2.3, 2(2r—3),—3.4, 

2. 


sont divisibles par n. Les indices a droite designent les coöfficiens bi- 
nomiaux. 

Demonstration. Le th&eoreme de la premiere ligne est evident. 
Celui de la seconde ligne a &t@ d&emontr&d precädemment. Aussi est-il 
contenu implicitement dans le theoreme general de la ligne done il 
ne s’agit que de demontrer ce dernier. Cela se fait comme suit, en imi- 
tant la seconde demonstration du th&eoreme II. ci-dessus. 

Le m" coellieient binomial de la puissance peut ätre ex- 
prime par: 


En developpant, cela donne 
11. » 2 DR +2)... —1) = 


x etant un nombre entier, ou bien: 


12. — 
La partie a zu de cette @quation est divisible par 7: le facteur 
+1) (a m, nelest pas, #-+1, +2, .... etant moin- 
dres que n et n premier; done ıl faut que Tautre facteur a droite le soit; 
cela Jdonne theor&me general ci-dessus (II. 
Corollaire, Ona 
(+1) it n, + n, + n, 
13. 
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Cela donne en vertu du theoreme (II.): 
= vn+?2, 
43 —4.... 


v, sont des nombres entiers, Par on voit que 
les quantites 


14. 


2.3.4. a 
sont divisibles par n. 

Probleme. Il s’agit de savoir sı les quantites (15.) peu- 
vent etre divisibles par 2, dans le cas ou n n'est pas 
premier, mais un nombre compose. 

Il est de voir que si les quantitcs (15.) n’&toient divisibles par 
n, quwexchisivement dans les cas oü 2 est premier, on auroit un moyen 
assez expeditif pour recomnoitre si un nombre donne est premier ou non. 

Mais ce ne sera que la divisibilit© de plusieurs ou de toutes 
les quantites (15.) qui soit peut-Ötre exelusivement propre aux nombres 
premiers 2; car on demontre ais@ment comme il suit, que z peut re un 
nombre compose, sans que la divisibilit@ de la premiere quantite I 
par r cessät d’avoir lieu. Soit p. ex. p un nombre premier, on sait que 
e=—=xp+1, ou x est un nombre entier qui n’est pas ndeessairement 
premier. Soit dont ona a "=Apg-1, done a?” divise par 
laisse 1 pour reste, done aussi a divise par n pour 
reste; et si a7” divise par laisse @galement 1 pour reste, 
— 1 sera divisible par pg. Mais @’”"—1 sera divi- 
sible par p9, si 9—1 est un multiple de p—1, et puisque cela peut etre 
ainsi, on voit ro "—1 peut etre divisible par 2, möme si 2 est un 
nombre compose 79. 

Soient par ex. a =11l,9=31l. Sie=?, ona 
cela divise par 341 laisse 1 pour reste, comme il est ais& de voir; car 
2’ 1024, divise par 341, laisse 1 pour reste, done aussi 
divise par 341, laissera le m&me reste. 


ei 
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Remarque 1. Nous remarquerons «que le theoreme (Tl.) ci-des- 
sus ollre une demonstration du th&eor&me de Fermat de la divisibilite 
de "— 1 par toute semblable et en partie egale a celle qw Euler a 
fondee sur la divisibilite, des coöflieiens 72, , 2,5 par n. Carona 
Mais suis ant le theoreme (H,) les coöfficiens binomiaux (r—1),, 
si on les divise par 2, laissent alternativement —1, +1, —1, etc. pour 
restes; done lequation (16.) donne 

— I = vn — — 
y etant un nombre entier, et en multipliant par 1+x: 
17. 
ou y, est egalement un nombre entier. Si dans cette dquation on fait 


elle donne 18. = un; 


done 2’ — 1 est divisible par 7, si 2 est un nombre premier plus grand 
que 2. En faisant z=2, et substituant (18.) dans (17.), on a 

19. = yn;5 
done 3”"—1 est divisibie par z, si 2 est premier et plus grand que 3. 
En faisant ei substituant de nouyeau, on trouve que est 
divisible par 2. On pourra continuer de cette sorte, et on trouvera Jusqu’ä 
(n— 1)" que ces quantitös sont divisibles par Mais la substitu- 
tion suivante, x etant =n—1, donne 

20. vr (na —Vla— —1). 

lci les termes a droite sont divisibles par 2, mais il ne s’en suit pas que 
1 le soit egalement, car Yautre facteur a gauche aussi. En verite 
n"=— I n'est pas divisible par 2; au contraire cette quantite divisee par 
| pour reste. En continuant, on trouve: 
21. +1 —1) = + —1), 
et les deux termes ü droite @tant divisibles par z, mais non pas le facteur 
n-+1 gauche, il sen suit que (++ 1)""—1 sera divisible par z. Puis 
(n +2)" — 1 lesera ete. Generalement —1, Ctant nombre 'pre- 
mier, sera divisible par 2 pour une valeur queleonque de a non-divi- 
sible par n, et c'est le theoreme connu de Fermat*). 


n laisse 


La d“monstration la plus simple, claire et elementaire du theoreme deFermat: 


<_ = vn est sans doute celle qu’a donnde Mr. Dirichlet, tome 3. de ce jour- 
n 


nal, cahier 3., page 392. 


z 
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Remarque 2. Nous rapporterons encore en cette occasion quel- 
ques transformations des theoremes de Fermat et Wilson qui se pre- 
sentent aisement. 

I. Si le nombre entier a nest pas divisible par les 2 nombres 
premiers inegaux et que e soit le plus grand commun 
diviseur —1, .. (le nombre ? au moins 
en sera toujours un diviseur commun, puisque —1, —1, 
Pn—1 sont necessairement pairs), la puissance 

27. == A, 
divisce par Te produit 9, P2 laissera +1 pour reste. Car suivant 
le theoreme de Fermat divise par p, laisse +1 pour veste, done 


et parconsequent 


aussi toute puissance de a 
Pn—ı 


Pızı 


divise par p, laissera +1 pour reste. Mais aussi «P®”’ divise par p, laisse 


p,—ı Pn—ı 
(pı— ı) [?: . 
4A, divise par 


1 pour reste, done aussi « 
laissera pour reste. On dira Ja möme chose de Pa» 
et 4 divise scpardment par tous ces nombres laissera +1 pour reste. 
Done est divisible par ?„ en meme tems, cest- 
a-dire par le produit ou bien 4 divise par ce produit laisse 
+1 pour reste *). 

11. Suvant le th&or&me deWilson la quantite 
...„1+1 est, comme on sait, divisible par 2, si 2 est un nombre premier. Mais 
les quantites ....1—1, 

2.3(a—H(n —5)(n—6) ....1—1, 


28. 


le seront egalement. 

Car si lon divise la quantite (a +1 par 
n—14+-1=non a (na pour quotient et — (n— 
pour reste. Donc il faut que ce reste, ou bien ... 
...1—1 soit @galement divisible par n. Si lon divise cette quantite par 


*) Il a &te d’abord remargnd que a divisö par 
laisse -—1 pour reste. La remarque que V’exposant (p,—1) (pa 
...(Pr—1) peut encore &tre divise par c””! est due A l’auteur de la seconde de- 
monstration du th&oreme II. ci -dessus, 


Grelle’s Jonrnal d, M._Vl. Bd. 1. Hft. 14 
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pour quotient ee — 
pour reste; done cette quantite, ou bien Y/2—3)(n—4#)....+ 1, sera aussi 
divisible par 2. Von divise de nouveau pr 
—4)(r—5)....1 pour quotient et —?.3(n—4)(n—5)....+1 pour 
reste, done ce reste, ou bien 2.3 (2—#)(n—5)....1—1, sera divisible par 
n, En continuant de cette sorte on trouvera les expressions (28.). 


On tire les m&mes rösultats de la consideration swivante, Savoit 
etant divisible par et egal a 
ou le premier terme est divisible par 7, il faut que les deux autres termes 


(na—3)....1— 1 le soient egalement. Ces deux termes sont Egaux 


n(n—3)(n—4) 2... 1— 
et de la on conclut que 2(2—3)(r—3)....1-+1 est divisible par z2 ete. 


Puisque 7 est necessairement impair, n—1 sera pair, donc une des 
quantites (28.) aura la forme 
n—1i n—3 n—5 
si —5— est impair, et la forme 
30. .... 1) +1, 
.\ 
si —— est pair; et ces quantitds seront divisibles par 2. La premiere de 
ces quantites est Egale 
n—1 n—3 n—5 n—1 
31. (==. 4-1). 2 ....1+1 
done, 2 &tant premier, un des deux facteurs sera divisible par 2. La se- 
n—1 n—3 
conde Etant divisible par 7, il faut que si lon divise ——. 1 
par z, le reste soit tel que son quarre divis& par rn laisse le reste —1. 


Puisque la quantit@ (30.) est egale a la moitie de 


29 n—1 n—3 n—5 n—1 n—3 n—9 ) 
32. ( 2 + 2 2 .... 1 >) 


on voit aussi que les deux UNER 
n—1 n—3 n—5 n—1 n—3 n—5 R 
2 2 2 2 2 
etant divisees par n, les restes seront u mais de signes diflerents. 


Corrigenda 


In commentatione : „„de discerptione singulari fractionum etc.” Vol, V, pag. 344 ab initio legendum est hunc in modum 
Proposita expressiono 1 1 


axt+byt 
axt+by—t 


ad dignitates negativas ipsius X, alterum factorem 


evolvamnıs alteruın factorem 


1 
ad dignitates negativas ipsius v, ()uem evolutionis mödumn etc, 
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13. 
Über eine neue Art, in der analytischen Geometrie 
Punete und Curven durch Gleichungen darzustellen. 


(Vom Herrn Professor Plücker zu Bonn.) 


1. In einem Aufsatze, der in einem fruhern Hefte dieses Journals ab- 
gedruckt worden ist, habe ich mich mit einem neuen Coordinaten -S,- 
steme beschäfügt. Die Absicht des vorliegenden Aufsatzes geht weiter. 
Wir haben es jetzt nicht mehr zu thun blofs mit einer neuen Bestimmungs» 
weise der Lage eines Punetes, wodurch man eben ein neues Coordinaten- 
System erhält, sondern mit einer günzlich verschiedenen Art, eine Curve 
durch, eine Gleichung auszudrücken. Man denkt sich nemlich, indem man 
eine Curve wie gewöhnlich durch eine Gleichung zwischen veränder- 
lichen Gröfsen darstellt, welche, wenn man ihnen bestimmte Werthe bei- 
lest, die Coordinaten eines bestimmten Punctes bedeuten, diese Curve 
als aus einer unendlichen Menge stetig auf einander folgender Puncte be- 
stehend, oder, wenn man lieber will, als durch die Bewegung eines Pune- 
tes beschrieben. Man kann aber auch durch nicht minder einfache und 
bequeme Gleichungen zwischen veränderlichen Größen, durch welche, 
wenn man ihnen bestimmte Werthe beilegt, eine bestimmte serade Linie 
“gegeben ist, unendlich viele gerade Linien darstellen, die nach einem Ge- 
setze stetig auf einander folgen, und also eine bestimmte Curve umhüllen. 


Auf diese neue Art wird eine Curve durch eine Gleichung eben so 
vollständig dargestellt, als nach der gewöhnlichen Methode: denn hier wie 
dort lassen sich alle Eigenschaften derselben aus ihrer Gleichung voll- 
ständig ableiten. Man durchschaut leicht, wie hiernach in der Geometrie 
der Curven die Beweismittel sich verdoppeln; wie jeder Entwickelung, die 
bisher gemacht worden ist, indem man die gebräuchlichen Gleichungen zu 
Grunde gelegt, eine andere entspricht, die auf den neuen Gleichungen be- 
ruht. Ich übersche jetzt schon neue Entwickelungen, die mehr als einen 
Band füllen, und neue Sätze und Constructionen, die von allen Seiten sich 


darbieten. In dem Folgenden will ich Einzelnes hervorheben. 
Crelle's Jonrnal d. M. VI. Bd. 2, Hft. 15 
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Man wird bald erkennen, dafs die in dem Vorstehenden angedeute- 
ten analytischen Methoden in naher Verbindung stehen mit der Theorie 
der Reeciproeitüt (Zheorie des polaires reciprogues). Es gingen aus den- 
selben diejenigen Entwickelungen hervor, die ich an einem andern Orte 
angedeutet habe, und die jene Theorie einschliefslich enthalten *).” 


2. Die allgemeine Form der Gleichung einer geraden Linie, bezo- . 
gen auf zwei unter einem beliebigen Winkel sich schneidende Coordina- 
ten- Axen ist folgende: 

1. 
indem wir durch y und x Coordinaten, durch #, B und C drei Constanten 
bezeichnen. Wenn wir diesen Constanten nach und nach verschiedene 
Werthe beilegen, so können wir alle möglichen geraden Linien durch die 
vorstehende Gleichung darstellen. Diese Gleichung stellt auch dann noch 
unendlich viele geraden Linien dar, die aber wie bekannt alle durch 
denselben Punet gehen, wenn zwischen den obigen drei Constanten, die 
wir übrigens als ganz beliebig betrachten, eine Gleichung von folgender 


Form besteht: 


in der @, b und e drei beliebige neue Constanten bezeichnen. Wenn wir 
also 4, PD und € als veränderlich betrachten und demnach statt derselben 
u, v und zo schreiben, so können wir sagen, es stelle die Gleichung: 
2, au+rbv+-cw=(, 

einen Punct dar. Je drei Werthen von z, v und w, die die letzte 
Gleichung befriedigen, entsprichf eine gerade Linie, und jede solche gerade 
Linie geht durch den in Rede stehenden Punet. Wir betrachten also hier 
einen Punet als einen geometrischen Ort, in dem unendlich viele gerade 
Linien sich schneiden, während man, indem man von der gewöhnlichen 
Gleichung einer geraden Linie ausgeht, diese als einen geometrischen Ort 
von unendlich vielen Puncten betrachtet. 

Wir können eine der drei Veränderlichen u, v® oder zw beliebig 
annehmen, und der Kürze halber auch gleich Eins setzen. Alsdann er- 
halten wir aus (2.) folgende Gleichungen: 


*) Ich hoffe später Gelegenheit zu finden, in diesem Journale auf die Theorie 
der Reciprocität zurückzukommen und unter Anderm auch die Beziehung der von mir 
aneedeuleten Theorie zu der Theorie der Herren Poncelet und Gergonne nach- 


zuweisen. 
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a = 
eu+b +cw=(, 
3. Wenn statt der Gleichung (2.) eine beliebige, in Beziehung auf 
u, v und zo homogene Gleichung gegeben ist, die wir dureh: 
3,  Fiu,v,w) = 0 
bezeichnen wollen, so entspricht je drei Werthen von u, v und vw, die 
die vorstehende Gleichung befriedigen, eine bestimmte gerade Linie,  Sol- 
cher Linien erhalten wir also unendlich viele, die unmittelbar auf einan- 
der folgen und also eine stetige Curve umhüllen. Wir sagen, diese 
Curve werde dargestellt durch die Gleichung (3.). Wir sagen 
ferner ,„ die Curve sei von der zweiten, dritten, etc. Classe *), 
wenn ihre Gleichung vom zweiten, dritten, etc. Grade ist, so wie man 
sagt: die Curve sei von der zweiten, dritten, etc. Ordnung, wenn die 
gewöhnliche Gleichung derselben in y und x vom zweiten, dritten, etc. 
Grade ist. Der Analogie nach nennen wir den Punct: geometri- 
schen Ort erster Classe. Die Örter zweiter Classe werden 
durch folgende allgemeine Gleichung dargestellt: 
au" -buv+ cv" + fw — 0, 
und enthalten alle Curven zweiter Ordnung. Die Örter der dritten und 
höherer Classen sind im Allsemeinen nicht Örter dritter und derselben 
höheren Ordnung **). 


*%) Ich gebrauche hier das Wort Ciasse nach Hın. Gergonne, der einer Curve, 
an die sich im Allgemeinen von einem gegebenen Juncte aus m "Fanmenten legen 
lassen, den Namen a, urve mter Glasse giebt, dem analog, wie man einer Ü urve, 
die von einer geraden Linie in m Puncten neschnitten wird, eine Curve miler Orä- 
nung nennt. (Mir scheint es passender, hier das Wort Ordnung statt des W ortes 
Grad zu gebrauchen, weil auch eine Curve mter Classe durch eine Gleichung mten 
Grades dargestellt wird.) 

**) Ich kann eine Bemerkung, die nahe liest und vielleicht nicht eanz uner- 
heblich ist, hier nicht unberührt lassen. Wenn ein System von Parallel- Goordinaten 
gegeben ist, und man sucht, gleichviel ob nach der Poncelet-Gergonneschen oder 
der rein analytischen Theorie, die Polar-Figur desselben, so erhält man statt der bei- 
len Axen zwei Puncte, statt des Anfangspunctes eine gerade Linie, die diese beiden 
Yuncte verbindet, und statt der Coordinaten YPuncfe ds auf zwei durch jene beiden 
Puncte gehenden geraden Linien lieren. Statt eines durch zwei Coordinaten gerebe- 
nen Pünttes erhält man eine durch zwei Puncte bestimmte gerade Linie; stalt un- 
endlich vieler in gerader Linie liegenden Punecte, die «urch eine Kusksb: Gleichung 
gegeben ist: einen "Pünet, durch den unendlich vice gerade Linien gehen, und dessen 
lineäre Gleichung zu Bniarmsn die Aufgabe ist. Statt einer Curve, deren Puncte 
durch eine Gleichung zwischen den gewöhnlichen Coordinaten gegeben ist, erhält man 


* 
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Discussion der Gleichung des Punctes oder des Ortes erster 
Classe (Taf... Fig. 1.). 


4. Die allgemeine Gleichung des Punctes ist nach dem Vorste- 
henden folgende: 


l. 
Setzen wir v=0, so kommt: 
mithin: 


a U 
— 


b V 

Wenn aber v=0 ist, so geht die bezügliche gerade Linie durch den 
Anfangspunet der Coordinaten, und ist also, wenn M der dargestellte Punct 
ist, keine andere als OM, mithin ist: 

sın & 

ind? 
wenn & und ß die beiden Winkel sind, die OM mit der ersten und zwei- 
ten Coordinaten-Axe bildet. 


Setzen wir ferner uv=0, so gicht (1.): 


mithin kommt: 

C UV 

w’ 


und da der Bedingung u=0 eine mit der zweiten Axe parallele gerade 
Linie, also MP entspricht, so kommt: 


c 1 
4. 
Aus (3. und 4.) endlich folst: 


eine Polar-Curve, deren Tangenten durch eine Gleichung desselben Grades zu bestim- 
men alsdann nicht schwer sein wird. ‚Vermittelst der einen Gleichung bestimmt man 
die Lage- von Puncten in Beziehung auf zwei gerade Linien, vermittelst der andern 
die Lage von geraden Linien in Beziehung auf zwei Puncte. 

Wenn wir dann ferner in dem Polar-Systeme, um diesen Ausdruck hier zu 
sebrauchen, die lineare Gleichung eines Punctes zu Hülfe nehmen, gerade so wie wir 
uns im Texte der Hülfs-Gleichung (1.) bedienen, so erhalten wir in diesem Systeme 
eine lineare Gleichung für eine gerade Linie, und die Gleichungen der höhern Grade 
entsprechen hier wiederum Curven derselben höheren Ordnungen, 

Wir erhielten also hiernach im Ganzen eine doppelte Bestiinmung, sowohl von 
geraden Linien als von Puncten, nemlich ein Mal in Beziehung auf zwei gegebene 
gerade Linien, das audere Mal in Beziehung auf zwei Puncte, 
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5. Es stellt die Gleichung: 
w=0 
den Anfangspunct der Coordinaten dar. Die beiden Gleichungen 
u=ß0(, 
stellen zwei Puncte dar, die auf der zweiten Axe und der ersten Axe unend- 
lich weit liegen. Es stellt die Gleichung 


= 0 
irgend einen Punet dar, der unendlich weit liegt. Es stellen die beiden 
Gleichungen: autcw=0, bvtcw— 0 


zwei solche Puncte dar, die irgendwo auf der zweiten Axe und der er- 
sten Axe liegen. 

6. Nach der 4. Nummer sind die gewöhnlichen Coordinaten des 
durch die Gleichung (1.) dargestellten Punctes : 


s=0P=-, 
7. Wir erhalten die Bestimmung einer geraden Linie, die dureli 
zwei durch die beiden Gleichungen 
U=0, 
gogebenen Puncte geht, wenn wir zwischen diesen beiden Gleichungen 
die Werthe von u, v und w, oder vielmehr die Werthe der Quotienten 
je zweier dieser drei Veränderlichen eliminiren. 

Es ergiebt sich hiernach für die Gleichung jedes dritten Punctes, 
der mit den beiden gegebenen in gerader Linie liegt, eine Gleichung von 
folgender Form: —=0, 
wo # und «’ unbestimmte Coelfcienten bedeuten, für deren einen wir 
auch Eins nehmen können. 

8. Die Entfernung D der beiden Puncte (6,) von einander ist 


durch folgende Gleichung gegeben: 
2 b b’ 2 


c’ 
9. Derjenige Punct, der in der Mitte zwischen den beiden gege- 
benen liegt, ist offenbar durch folgende Coordinaten - Werthe gegeben : 


ıfe 2) rzac+a’c 
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und hiernach erhalten wir für die Gleichung des Punctes: 
—=0. 
Für den vierten harmonischen Theilungspunct, der zu den drei 
durch folgende Gleichungen : 
gegebenen Puneten gehört, ergiebt sich folgende Gleichung : 
wobei 2 und a’ irgend zwei unhestimmte Coöffieienten bedeuten. 
10. Wir wollen den Abstand einer geraden Linie, für welche 
um u‘, w == 
von dem durch die Gleichung 
0 
segebenen Punete bestimmen. Dieser Abstand, den wir P nennen wollen, 
ist oflenbar kein anderer als der Abstand des Punctes (y’, x’) von der ge- 
raden Linie: 


nr Vo — 
uytvVcetw=0, 
wenn wır 


setzen. Wir erhalten also, nach bekanntem Ausdrucke: 


w 
? 


„ 

Wenn wir in der letzten Gleichung z‘, v’ und w’ als veränderlich 
betrachten, so stellt diese Gleichung einen Kreis dar, dessen Mittelpunct 


durch folgende Gleichung gegeben ist: 
au+-bv+tcw=(, 


$. 
Beispiel von der Verbindung lineärer Gleichungen. 


11. Aus dem folgenden bekannten Satze: 
„Wenn man durch die drei Winkelpuncte eines Dreiecks und irgend 
zwei feste Punete dreimal zwei gerade Linien zieht, so begegnen diese 
Linien jeden der drei gegenüberliegenden Seiten in zwei Puncten: die 
sechs Puncte, die man auf diese Weise erhält, liegen auf einer und 
derselben Linie zweiter Ordnung,” 
erhält man nach dem Prineip der Reeiprocität sogleich nachstehenden Satz: 
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Wenn jede der drei Seiten eines Dreiecks von irgend 
zweifesten geradenLinien in zweiPuncten geschnitten wird, 
und man verbindet diese Durchschnitte mit den gegenüber- 
liegenden Winkelpuncten des Dreiecks durch gerade Li- 
nien, so umhüllen die sechs geradenLinien, die man auf diese 
Weise erhält, dieselbe Linie zweiter Classe, oder bilden, 
was dasselbe heifst, Sechsecke, deren drei Diagonalen in 
demselben Puncte sich schneiden. 


Es seien, um den Beweis dieses letztern Satzes dircet zu ge- 
ben (Fig. 2.): 


== 0, == 0, 
die Gleichungen der drei Winkelpuncte des gegebenen Dreiecks. Es seien 
ferner: A—=0, C == 0, 

A—=0, B'=0, 


die Gleichungen der zweimal drei Punete, die in gerader Linie und auf 
den jenen drei Winkelpuneten resp. gegenüberstehenden Seiten liegen. 
Hiernach erhalten wir die Voraussetzungen des obigen Satzes auf folgende 
Weise vollständig ausgedrückt: 


U=a—ul, 
ve, 
A=b—e; ve, 


Wir haben hierzu nur zwei unbestimmte Coöfficienten x und v nöthig. 
Die sechs geraden Linien, die die Puncte 4 und «a, A und a ws. w. 
verbinden, mithin nach bekannter Bezeichnung folgende: 
(A,a0), (Ay,a), (B,b), (B,b), (O,e), (Ce), 
wollen wir der Kürze halber durch: 
bezeichnen. Sechs gerade Linien bestimmen bekanntlich sechzig verschie- 
dene Sechsecke. Wir wollen hier dasjenige betrachten, dessen sechs Win- 
kelpuncte folgende sind: 
1,2, (5,60), (6,1), 
und beweisen, dafs die drei geraden Linien, welche die drei Paare gegen- 
überliegender Winkelpuncte verbinden, mithin folgende drei Linien: 
in demselben Puncte sich schneiden. Für jene sechs Winkelpuncte erge- 
ben sich auf einfache Weise die folgenden Gleichungen : 
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(1,2) a=(, 


(4, 5) a—b—ve=(, 
(2, 3) ve +ub— ve = 
(5, 6) e=(, 
(3, 4) b=(, 


(6, 1) a—ub+uc=0. 
Für die Gleichung desjenigen Punctes endlich, in welchem zwei belie- 
bige der eben bezeichneten drei geraden Linien [(1,2)(4,5)], [(2,3) 5, 6)] 
und [(3,4)(6,1)] sich schneiden , erhält man sogleich: 
Hierdurch ist also der obige Satz bewiesen. 
12. Wenn von jenen sechs geraden Linien drei durch denselben 
Punet P (Fig. 3.) gehen, so vereinigen sieh die übrigen drei in einem 
zweiten Puncte Q. In der 3ten Figur gehen die drei Linien (2), (3) und 
(5) dıweh denselben Punet, so dafs also 
für deren Gleichungen wir sogleich folgende erhalten: 


(2,3) 
(2, 9) pa—ub+ve=0(, 
(3, 5) b— 


denselben Punet bezeichnen. Diesem entspricht die Bedingungs-Gleichung:: 
wodurch die vorstehenden Gleichungen identisch werden. Alsdann wer- 
den aber auch die Gleichungen der drei Puncte: 
(l, 4), (1, 6), (4 6), 
nemlich folgende drei Gleichungen: 


(1,4) 
1,6) 
(4, 6) 


identisch. Die drei geraden Linien (1), (4) und (6) gehen mithin durch den- 
selben Punet. An diesem Falle erhalten wir also statt einer Curve zweiter 
Classe ein System von zwei Puncten, so wie auf ähnliche Weise an die 
Stelle einer Curve zweiter Ordnung ein System von zwei geraden Linien 
treten kann. Hierauf werden wir bald zurückkommen. 

Übrigens werden auch in dem zuletzt betrachteten Falle durch die 
sechs geraden Linien (1), (2), (3), (#), (2) und (6) noch sechs verschie- 
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dene Sechsecke bestimmt, und von diesen ist nach der vorigen Nummer 
als bewiesen anzusehen, dals in jedem derselben die drei Diagonalen in 
demselben Puncte sich schneiden. Legen wir nun die Construction so 
an, dafs wir von den zweimal drei, in den beiden Puneten P und © sich 
schneidenden, und als durchaus beliebig zu betrachtenden geraden Linien 
ausgehen, so erhalten wir folgenden bekannten Satz: 

Wenn durch jeden von zwei festen Punecten drei belie- 
bise gerade Linien gehen, so lassen sich durch die neun 
Durchschnitte dieser Linien achtzehn gerade Linien legen, 
die zu drei und drei durch dieselben Puncte gehen. 

In den Gergonneschen Annalen (Oct. 1828) wird der vorstehende 
Satz von Ürn. Steiner noch dahin vervollständigt, daß von den sechs 
Durchschnittspuneten, die man nach diesem Satze erhält, drei und drei in 
gerader Linie liegen, und dann zugleich mit demjenigen Satze, mit welchem 
er durch die Theorie der Reciproeität verbunden ist, zum Beweise vorgelegt. 
Dieser Zusatz ergiebt sich ohne Mühe nach der Methode der unbestimmten 
Coöfßeienten, von der wir in dem Vorstehenden ein Beispiel gegeben haben, 
das hier für unsere Absicht hinreichend ist; oder auch unmittelbar aus den 
Sitzen über das umschriebene und eingeschriebene Seckseck. 


3 
Discussion der allgemeinen Gleichung der Örter 
zweiter Ulasse, 
(Bruchstück. ) 
14. Wir wolien für die algemeine Gleichung dieser Örter in dem 

Nachstehenden folgende nehmen: 

1. Aw-+2Buv-+ C® +2Duw+2Evwv-- Fw — 0. 
Wenn wir in dieser Gleichung » =0 setzen, so kommt: 

2, 


Diese Gleichung bestimmt die Werthe für —, die denjenigen Tangenten 


entsprechen, welche durch den Anfangspunet der Coordinaten gehen. Diese 
Tangenten sind reell, fallen zusammen, oder sind imaginär, je nach- 
dem der Ausdruck: BR 


positiv, Null, oder negativ ist: also, im Allgemeinen, je nachdem der An- 
fangspunet der Coordinaten aulserhalb der Curve, auf ihrem Um- 
fange, oder innerhalb der Curve liegt. 

Crelle's Journal d. M. VI. Bd. 2. Flit. 16 
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3. Wenn wir v==0 setzen, so ergicbt sich aus (1.): 
3. 
Diese Gleichung giebt die Werthe von —, also die Ordinaten (mit entge- 
u 
gengesetzten Zeichen genommen) derjenigen Puncte, in welchen die der 
ersten Axe parallelen Tangenten in die zweite Axe einschneiden. Diese 
Tangenten sind reell, fallen zusammen, oder sind imaginär, je- 
nachdem der Ausdruck: 
positiv, Null, oder negativ ist. 
Wenn wir u==0 setzen, so erhalten wir aus (1.) folgende Gleichung: 
4. + - 0, 
. r .. 10 . 
und diese Gleichung giebt die Werthe für —; d. h. die Abseissen (mit 
entgegengesetztem Zeichen genommen) derjenigen Puncte, in welchen die 
der zweiten Axe parallele Tangenten in die erste Axe einschneiden. Diese 
Tangenten sind reell, fallen zusammen, oder sind imaginär, je nach- 
dem der Ausdruck: 
positiv, Null, oder negativ ist. 
Jede der beiden Gleichungen: 
D—AF—=0, —CF —=0, 
zeigt hiernach im Allgemeinen an, dafs die Gleichung (l) emen Punct 
oder ein System zweier geraden Linien darstellt. 


16. _Wenn 


== Q, 

so giebt die Gleichung (2.) für das — einer durch den Anfangspunct gehen- 
den Tangente einen Werth gleich Null. Die Gleichung (3.) giebt alsdann 
für das auf eine der ersten Axe parallele Tangente sich beziehende — 


u 
ebenfalls einen Werth gleich Null. Hieraus erhellet also auf zwiefache Art, 
dals alsdann die Curve von der ersten Axe berührt wird, 


Auf ähnliche Weise ergiebt sich, dals wenn 
=D, 
die Curve von der zweiten Axe berührt wird. 


17. Wenn 


so erhalten wir sowohl für — aus (3.) als für = aus (4.) unendliche Werthe. 
Die Curve hat also nur eine Tangente, die jeder der beiden Coordinaten- 
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Axen parallel ist; die zweite Tangente liegt unendlich weit. Die Curve 
ist, im Allgemeinen, eine Parabel, 
Die Gleichung einer auf zwei ihrer Tangenten, als Coordinaten-Axen, 
bezogenen Parabel hat also folgende einfache und symmetrische Form: 
5. Buovv+- Duw+Evw 0, 


18. Wenn 


so giebt die Gleichung (2.) für 


zwei gleiche und entgegengesetzte Wer- 
the, d.h.: in dem Falle rechtwinkliger Coordinaten, halbiren die bei- 
den Axen den von den beiden, durch den Anfangspunet an 
die Curve gelegten Tangenten gebildeten Winkel. In dem 
Falle eines beliebigen Coordinaten- Winkels bilden die beiden Axen und 
jene beiden Tangenten vier Harmonicalen, 


or 
19. Wenn EN 


so giebt die Gleichung (3.) für — zwei gleiche und entgegengesetzte Werthe: 


es liegen also die beiden der ersten Axe parallelen Tangenten zu beiden 
Seiten derselben und gleich weit von ihr entfernt. Der Mittelpunet 
der Curve liegt also auf der ersten Axe. Wenn 
0, 
so liegt nach Gleichung (4.) der Mittelpunet der Curve auf der zweiten Axe, 
20. Die nachstehende Gleichung: 
6. 
stellt, nach der vorigen Nummer, einen Ort zweiter Classe dar, dessen 
Mittelpunet zum Anfangspunet der Coordinaten genommen ist. Dafs auch 
das mit vv behaftete Glied fehlt, können wir hier nicht unmittelbar nach 
der 18. Nummer deuten. Man sieht aber leicht aus der Form dieser 
Gleichung, dafs die bezügliche Curve aus zwei ihrer zugeordneten Durch- 
messer als Coordinaten- Axen bezogen ist, und dafs die Quadrate der Län- 
gen dieser in die zweite und erste Axe fallenden Durchmesser respective 
gleich sind (= $) und = 2). Die Curve ist imaginär, wenn 4, C 
und 7 dasselbe Zeichen haben; eine Ellipse, wenn 4 und C, was das 
Zeichen betrilft, unter einander übereinstimmen, nicht aber mit 2; eine 
Hyperbel, wenn F entweder allein mit £ oder allein mit € im Zeichen 
übereinstimmt. Wenn einer der drei Coöffieienten 4, € und F gleich Null 
ist, so stellt die Gleichung (6.) das System von zwei Puncten dar, 
16 * 
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die, nach der 5. Nummer, unendlich weit in dem einen Falle, in den 
andern beiden Füllen beide auf derselben Coordinaten-Axe liegen, 
Es können aber in allen diesen Füllen diese beiden Puncte imaginär 
werden. Die beiden Puncte iallen in den Anfangspunct der Coordinaten 
zusammen, wenn zugleich #==0 und C==0; sie fallen zusammen, legen 
aber unendlich weit, und zwar auf einer der beiden Coordinaten- Axen, 
wenn zugleich mit #=0, auch Z=0 oder C=0, 
21, Die nachstehenden Gleichungen 
1. 0, 
5. Cv’--2Duw = 
stellen Parabeln dar (No. 17,). Die erste derselben berührt die 
zweite Axe im Anfangspuncte der Coordinaten und hat die 
andere Axe zu einem ihrer Durchmesser; die zweite Parabel be- 
rührt die erste Axe im Anfangspuncte der Coordinaten und hat die zweite 
Axe zu einem ihrer Durchmesser (No. 16., 18., 19.). 
22. Die nachstehende Gleichung: 
9. 
stellt, was sogleich aus der 16. und 19, Nummer ersichtlich ist, eine auf 
ihre beiden Asymptoten bezogene Hyperbel dar. 
23. Die Gleichung (3.) giebt die halbe Summe der Werthe von 


= gleich (-5); eben so giebt die Gleichung (4.) die halbe Summe der 


Werthe von er gleich (— 5). Hiernach erhält man für die Coordinaten 


des Mittelpunctes der durch die allgemeine Gleichung (1.) dargestellten Curve: 
D E 


Die Gleichung dieses Mittelpunctes ist also folgende: 
10. 
24. Es sei wiederum (Fig. 4.) 
1. AW-+2Buv+ Cv” +2 Duw-+-2Evv-FwW 0 
die Gleichung irgend einer Curve zweiter Classe, Wenn wir von dieser 
Gleichung folgende abziehen: 
11. —=0, 
so kommt: 
12. = 0, 
Die Gleichung (11.) stellt zwei Punete dar, die (nach bestimmten Richtun- 
sen hin) unendlich weit liegen, Die gemeinschaftlichen Tangenten der 


2 

.d 
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beiden Örter (1. und 11.), also hier insbesondere die Tangenten die sich 
von jenen beiden unendlich weit entfernten Puneten an die Curve legen 
lassen, bilden ein Parallelogramm. Da die Gleichung (12.) eine Folge von 
(1. und 11.) ist, so erhalten wir dasselbe Parallelosramm, wenn wir 
von den beiden Puncten (12.) aus Tangenten an die Curve legen, Diese 
beiden letztgenannten Puncte sind also zwei gegenüberstehende Winkel- 
puncte jenes Parallelogrammes. Die Form der Gleichung (12.) zeigt, dafs 
einer derselben der Anlangspunet der Coordinaten ist, wonach wir jenes 
Parallelogramm, wenn die Curve gegeben ist, leicht construiren können, 
und mithin auch den andern Punet P, dessen Gleichung: 
3. 2Dı zum 

135 u-2Ev+- Fw 0, 

25. Wenn in den Gleichungen zweier oder mehrerer Curven zwei- 
ter Classe, von der Form der Gleiebung (1.), die Coöffieienten der drei er- 
sten Glieder dieselben sind, so berühren diese Curven dieselben beiden, 
im Anfangspuncte sich schneidenden (reellen oder imaginären) Tangenten. 

Wenn die Coeflicienten der drei letzten Glieder dieselben sind, 
haben nach der 23. Nummer die bezüglichen Curven denselben Mittelpunet. 

26. Wenn wir die Gleichung 

14. -+-2Duw-F- 
von der Gleichung (1.) abziehen, so bleibt: 

15. 0, 
Die Gleichung (14.) stellt zwei Puncte (Fig. 5.) dar, die auf der zweiten 
Axe liegen. Wenn man von diesen Puncten aus Tangenten an die Curve 
lest, so erhält man ein Viereck, in welchem zwei gegenüberstehende Win- 
kelpuncte durch (15.) dargestellt werden. Einer dieser beiden Puncte 0 
liest aber, wie die Form dieser Gleichung zeigt, unendlich weit auf der 
ersten Axe; die Gleichung des andern Punctes P ist: 

16. 2bu+Cv--2Ew 
Man erhält also, wenn die Curve gegeben ist, die beiden durch (14.) go- 
gebenen Puncte R und 5, wenn man an die Curve zwei der ersten Axe 
parallele Tangenten legt. Der Durchschnitt der beiden übrigen durch A 
und 5 gehenden Tangenten ist alsdann der Punct P. 

Auf ähnliche Weise stellt die Gleichung 

die beiden auf der ersten Axe liegenden Puncte M und /Y dar, und die 


0 
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Gleichung 18. 
den Punct ZL. 


27. Wenn in den Gleichungen zweier oder mehrerer Curven zwei- 
ter Classe die Coöflicienten von u’, uv und w* dieselben sind, so berüh- 


Au+2Bv+2Dw = 0 


ren diese Curven zwei feste, der ersten Axe parallele, gerade Linien; sie 
berühren zwei der zweiten Axe parallele gerade’ Linien, wenn die Coef- 
ficienten von uv, und dieselben sind, 

Wenn in mehreren Gleichungen die Coeffieienten von u°, v’, uw, 
vw und z0° dieselben sind, und mithin nur der Coöfficient von vv irgend 
einen beliebigen Werth hat, so sind die bezüglichen Curven alle demsel- 


ben Parallelogramme eingeschrieben, dessen Seiten den beiden Coordina- 
ten-Axen parallel sind. 

25. Wenn in mehrern Gleichungen nur die Coefficienten von vw 
oder uw verschieden sind, so sind die bezüglichen Curven alle demselben 
Parallel-Trapez eingeschrieben, dessen zwei parallele Seiten der ersten 
oder zweiten Axe parallel sind, und dessen beide andern Seiten im An- 
fangspunete sieh schneiden (Neo, 25., 27.). 

29. Wenn in mehrern Gleichimgen nur die Coefficienten von vv 
und 2° oder von z° und uv verschieden sind, so haben die bezüglichen 
Curven denselben Mittelpunet und berühren dieselben beiden der ersten 
oder zweiten Axe parallelen geraden Linien, etc. etc. 

30. Theorie der Berührung. Da die allgemeine Gleichung, 
die alle Örter zweiter Classe darstellt, und die wir der Kürze halber durch 
darstellen wollen, in Beziehung auf v, v und ww homogen ist, so erhalten 
wir sogleich für die Gleichung des Berührungspunctes auf einer durch ‘, 

v' und zu‘ gegebenen Tangente folgende: 


dU, 


aU 
wenn wir, nach der Differentiation, in den Ausdrücken der drei partiel- 


dıv 


w ==(, 
dv 


du 
len Differential- statt der drei veränderlichen Gröfsen, z‘, v’ 
und zu’ setzen. Denn, nach dem Theorem über die homogenen Func- 
tionen, werden die Gleichungen (1. und 2.) identisch, wenn wir u’, v‘ 
und zo’ für u, v und w schreiben, so dafs also der Pumnet (2.) auf der ge- 
gebenen Tangente liegt. Wenn wir ferner die Gleichungen (1. und 2.) 
vollständig diilerentiiren, und nach der Differentiation wiederum u‘, v’ und 
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zo’ für die drei Veränderlichen schreiben, so erhalten wir ebenialls zwei 
identische Gleichungen. Es schneiden sich also zwei consecutive Tangen- 
ten der Curve (1.) in dem Puncte (2.), der mithin der Berührungs- 
punct auf der gegebenen Tangente ist. 
Wenn wir die Gleichung (2.) entwickeln, so kommt: 
3. 0 
für die Gleichung des Berührungspunctes auf der Tangente (w’, v’, ww). 
31. Die letzte Gleichung ist, in Beziehung auf v, v, vw und u‘, v‘, 

ww‘, symmetrisch, so dals wir sie auch folgendergestalt schreiben können: 

(Bu+Cv+Ew)v’+ 
Diese Gleichung wird befriedigt, wenn wir für die drei Veränderlichen 
drei solche Werthe u”, vo” “ mehmen, die sich auf irgend eine 
durch den Berührungspunet gehende gerade Linie beziehen. Betrachten 
wir ferner u’, v’ und ww‘ als veränderlich, und lassen aus diesem Grunde 
die Accente fort, so stellt die Gleichung: 
da sie sich mit gleichem Rechte auf die Tangenten in beiden Durch- 
schnitten der geraden Linie (u, vo’, w‘‘) mit der Curve bezieht, den 
Durchschnitt jener beiden Tangenten, den Pol dieser geraden Li- 
nie, dar. 


und 


32. Wenn der Pol unendlich weit liegt, so ist jene gerade Linie 
ein Durchmesser. Der Pol liegt aber unendlich weit, wenn die Gleichung 
(4.) folgende Form annimmt: 

was nur dann geschieht, wenn 
Fw' = 0, 
d. h. wenn die gerade Linie (u, v“, w‘‘) durch den Mittelpunct geht, 
dessen Gleichung, nach der 23. Nummer, nachstehende ist: 


5. 


Wenn der Pol auf der ersten Axe liegt, so muls die Gleichung (4.) 


folgende Form: 
mv-nw=0, 


annehmen (Nro. 5.), was nur dann geschieht, wenn 
Au’ +-Bv’+-Dw' = (0. 
Hiernach stellt also die Gleichung: 
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dU 
du 


diejenige des Poles der ersten Axe dar. 
Eben so stellt die Gleichung 
dU 


7. .Bu+-Cv+Ev= — 


dv 


den Pol der zweiten Axe dar. 

33. Durch Verbindung der Gleichungen (6. und 7.) zu einer neuen 
linearen Gleichung erhält man die Gleichung jedes beliebigen Punctes der 
Polaren des Anfangspunctes. Die Constanten dieser Polaren erhält man, 
indem man zwischen den beiden eben genannten Gleichungen die Werthe 


für — und - elimmurt. 


\Wenn man die Gleichung des Mittelpunetes (5.) mit einer der bei- 
den Gleichungen (&.) oder (7.) zu einer neuen linearen Gleichung verbin- 
det, so erhält man die Gleichung jedes beliebigen Punctes desjenigen Durch- 
niessers, der die der ersten oder zweiten Coordinaten-Axe parallele Chor- 
den halbırt. 

34. Es ergeben sich aus dem Vorstehenden einige Sätze zu un- 
inittelbar, als dafs ich dieselben hier unerwähnt lassen sollte. Es seien 


0, Ö, = 60 
(die Gleichungen dreier UOrter zweiter Classe,. Alsdann sind 
dU au" 
dw dw 


die Gleichungen ihrer Mittelpunete. Wenn jene drei Örter dieselben vier 
seraden Linien berühren, so ist, wenn & und u’ unbestimmte Coefhcien- 
ten bedeuten: 


dU 


dw 


es ist mitlun auch: 
d d Ü 


+u — + 


dw dw 


d.h. die drei Mittelpunete liegen in gerader Linie. Hiermit ist also fol- 
sender bekannter Satz gegeben: 

Die Mittelpunete aller Kegelschnitte (Orter zweiter 
Classe), die dieselben vier geraden Linien berühren, liegen 
in gerader Linie (Newton). 

Zu diesen Örtern zweiter Classe gehören auch drei Systeme von 
„wei Puneten, nemlich die dreimal zwei gegenüberstehenden Winkelpuncte 
der von den vier gegebenen geraden Linien gebildeten, vollstündigen, vier- 


| 
6. Au+Bv+Dv=W = 0 
| 
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seitigen Figur. Der Mitteipunct des Systems zweier Punete ist aber oflen- 
bar, was auch sogleich aus dessen Gleichung sich ergiebt, die Mitte zwi- 
schen den beiden Puneten des Systems. Wir erhalten hiernach diejenige 
gerade Linie, welche alle Mittelpunete enthält, indem wir die drei Mitten 
der drei Diagonalen der von den vier gegebenen geraden Linien gebilde- 
ten vierseitigen Figur durch eine gerade Linie verbinden. Wir sehen hier 
beiläufig, dafs diese drei Mitten derselben geraden Linie angehören. 

35. Die Gleichungen der Pole irgend einer geraden Linie (u, v“', 
ww‘) in Beziehung auf dieselben drei in der vorigen Nummer betrachteten 
Curven sind folgende: 


dU AU u u 

und man sieht sogleich, dafs, ‚ unter denselben Voraussetzungen als bis« 
her, auch: 


so dafs also die drei Pole in gerader Linie liegen, Hiernach ergiebt sich 
folgender Satz: 

Wenn beliebig viele Curven zweiter Classe vier gegebene gerade 
Linien berühren, so liegen die Pole derselben beliebigen geraden Linie in 
Beziehung auf alle diese Curven in gerader Linie. 

Es ist im Allgemeinen kler, dals alle Örter, die dureh Gleichungen 
dargestelit werden, in denen, als Constanten, auf dieselbe beliebige Weise 
und überdies blofs linear, Constanten aus den verschiedenen Gleichungen 
solcher Örter zweiter Classe die demselben Viereck eingeschrieben sind 
vorkommen, alle dieselben gemeinschaftlichen Tangenten haben: und also 
insbesondere, wenn diese Örter Puncte sind, in gerader Linie liegen. 

36. Theorie der Osculation. Die Gleichung irgend eines Or- 
tes zweiter Classe, der die zweite Axe im Anfangspunct der Coordinaten 
berührt, sei folgende (No. 16. 14.): 

A#W-+2Duw + 2Evw+- Fw = 0. 
Stellen wir mit dieser Gleichung eine zweite ihr ähnliche: 
zusammen und ziehen ab, so kommt: 
w(2(D—D')u + 2(E—E)v+ (#—F)w) 0. 
Creils’s Jonrnal d. M. VI. BE. 2. IIf. 17 
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Diese Gleichung stellt ein System von zwei Puneten dar. Der Factor w 
bezieht sich auf den Anfangspunct der Coordinaten, durch den zwei in die 
zweite Axe zusammenfallende, gemeinschaftliche Tangenten der beiden 
Curven gehen. Der andere Factor, gleich Null gesetzt: 
1. 2 D—D)u-+- X E—E)v+- 0, 
stellt den Durchschnittspunet der beiden übrigen gemeinschaftlichen Tan- 
genten dar, und ist reell, diese Tangenten mögen es sein oder nicht. 
Wenn dieser Punct auf der zweiten Axe liegt, so fallen in diese Axe drei 
Tangenten zusammen; die beiden Curven haben alsdann eine dreipunc- 
tige Osculation. Damit die Gleichung (1.), dem entsprechend, die Form 
2... 2(D—- DJ)yu+ 0 
annehme, ergiebt sich die Bediagungs - Gleichung: 
3. 
37. Wenn die Osculation eine vierpunctige sein soll, so muß, 


damit die vierte gemeinschaftliche Tangente mit den drei übrigen zusam- 


menlalle, die Gleichung (2.) den Anfangspunct darstellen und also folgende 
Form annehmen: 


wonach wie neben der Bedingungs-Gleichung (3.) noch nachstehende er- 
halte ll: 4, D — ID’, 


38. Wenn blofs die letzte Bedingungs-Gleichung (4.) zwischen 
len Gleichungen der beiden, sich im Anfangspuncte berührenden CGurven 
besteht, so ist sogleich ersichtlich, dafs alsdann die beiden gemeinschaft- 
lichen Tangenten der beiden Curven sich auf der ersten Axe schneiden, 

39. Ich werde in dem folgenden Paragraphen, durch Verbindung 
allgemeiner Symbole vermittelst unbestimmter Coefäctenten, allgemeine Sätze 
beweisen und aus denselben viele einzelne Gonstructionen ableiten. Doch, 
um ein Beispiel der Behandlungsweise zu geben, will ich schon hier einige 
einzelne Sätze direct beweisen. Dies wird hinreichend sein, um zu zei- 
sen, dafs man hier auf eine ganz ähnliche Weise verfahren kann, wie ich in 
dem ersten Bande meiner ,„Entwickelungen” $. 8. 8. 222. ff. verfahren bin. 

Die Gleichung irgend einer gegebenen Curve zweiter Glasse, welche 
die zweite Axe im Anfangspuncte berührt, sei folgende: 

5. = 0, 
Das System irgend zweier Puncte die auf der zweiten Axe liegen, kün- 
nen wir durch folgende Gleichung darstellen: 
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Die beiden Gleichungen (5. und 6.) vereint, dienen zur Bestimmung der 
vier gemeinschaftlichen Tangenten der beiden bezüglichen Örter, d.h. der- 
jenigen beiden, Tangenten-Paare, welche man durch die beiden Puncte 
des Systems an die Curve legen kann. Ziehen wir diese beiden Glei- 
chungen von einander ab, so kommt: 

= 
Der Factor w des ersten Theiles dieser Gleichung, der, gleich Null gesetzt, 
den Anfangspunet darstellt, entspricht den beiden in die zweite Axe zu- 
sammenfallenden Tangenten. Die beiden andern Tangenten schneiden sich 
also in demjenigen Puncte, dessen Gleichung folgende ist: 

40. Die Coefficienten von u Ar, v ın dieser Gleichung ändern sich 
nicht, wenn man statt (5.) die Gleichung irgend einer andern Curve nimmt, 
welche die gegebene im Anfangspunete vierpunctig osculirt (No. 37.). Es 
stellt also (7.) einen soichen Punet dar, der für alle diese Curven auf einer 
und derselben, durch den gemeinschaftlichen Osculationspunet gehenden ge- 
raden Linie liest. Also: 

Wenn man von irgend zwei festen Puncten der gemein- 
schaftlichen Tangente im Osculationspuncte mehrerer sich 
vierpunctig osculirender GCurven an jede derselben noch zwei 
Tangenten zieht, so liegen die Durchschnitte je zweier soi- 
cher Tangenten aul einer festen, durch den Osculations- 
punct gehenden geraden Linie. 

41. Hiernach erhalten wir eine neue Construction folgender Aufgabe: 

Eine Curve zweiter Classe zu beschreiben, die eine ge- 
gebene in einem gegebenen Puncte vierpunctig osculirt und 
überdies eine gegebene gerade Linie berührt. 

Sei OMN (Fig. 6.) die gegebene Curve, Z5 die gegebene gerade 
Linie, welche der Tangente im Osculationspuncte O im Puncte 7 begegne. 
Man lege durch 7 die zweite Tangente 75’ und ziehe eine beliebige dritte 
Tangente, die den beiden ersten Tangenten in Z’ und $’ begegne. Man 
ziehe 05’, die der gegebenen geraden Linie in S begegne, und endlich 
T'S. Diese gerade Linie ist alsdann eine neue Tangente der zu construi- 
renden Curve. 

Wenn die beiden Puncte 7’ und 77 zusammenfallen, so sind $S’ und 


17° 
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und S Puncte der gegebenen und der zu construirenden Curve, die immer 
noch mit O in gerader Linie liegen. Wir können hiernach, wenn ein 
Punct der zu construirenden Curve gegeben ist, in diesem Puncte 
die Tangente legen, und wenn eine Tangente gegeben ist, auf 
dieser Tangente den Berührungspunct bestimmen. 

42. Die Coöfhcienten von © und zw bleiben in der Gleichung (7.) 
dieselben, wenn die Gleichung (5.) eine Parabel darstellt, mithin 7=0 
ist, und wir diese Parabel mit irgend einer andern vertauschen, welche 
dieselbe im Anfangspunete dreipunctig osculirt. Der Punct (7.) rückt 
aber alsdann aus einer der zweiten Axe parallelen geraden Linie fort. Also: 

Wenn man von irgend zweien festen Puncten der Tan- 
sente im Oseulationspuncte mehrerer sich osculirender Pa- 
rabeln noch zwei Tangenten an jede Parabel legt, so liegt 
der Durchschnitt solcher zwei Tangenten auf einer festen, 
der gemeinschaitlichen Tangente parallelen geraden Linie. 

43. Hiernach können wir folgende Aufgabe construiren: 

Eine Parabel (Fig. 7.) zu beschreiben, die eine gegebene 
in einem gegebenen Puncte osculirt und überdies eine gege- 
bene gerade Linie berührt. 

Sei MON die gegebene Parabel, die inO© osculirt werden soll; SQ 
die gegebene gerade Linie, die der Tangente in O im Puncte Z’ begegne, 
Man lege durch Z' eine zweite Tangente ZM au die gegebene Parabel, und 
an dieselbe noch irgend eine beliebige Tangente S’V, die der Tangente 
TM in 5’ und der Tangente O7’ in 7” begegne, Man ziehe parallel mit 
OT durch den Punct 5’ die gerade Linie 5‘$, die der gegebenen in S 
begegne, und endlich 57, Diese Linie ist eine neue Tangente der zu 
eonstruirenden Curve, | 

44, Wenn die beiden Puncte 7’ und 7’ zusammenfallen, so erhalten 
wir statt $ und 5° zwei Berührungspuncte auf den beiden Parabeln. Also: 

Wenn man von irgend einem festen Puncte der Tan- 
gente im Osculationspunete mehrerer sich osculirender Pa- 
rabeln noch eine zweite Tangente an jede derselben legt, so 
liegen die Berührungspuncte auf einer der gemeinschaft- 
lichen Tangente parallelen geraden Linie, 

Hiernach können wir in der letzten Aufgabe auf der gegebenen gc- 
raden Linie sogleich dem Berührungspunet finden und auch eine Parabel 
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construiren, die ein egegebene in einem gegebenen Punete oseulirt, und 
überdies durch einen gegebenen Punct geht. 

45. Die Coefficienten von u und w bleiben in der Gleichung (7.) 
dieselben, wenn die Gleichung (5.) eine Parabel darstellt, wir an die Stelle 
derselben irgend eine andere Parabel setzen ; die mit der gegebenen die- 
selbe gemeinschaftliche Tangente hat, und parallel mit dieser Tangente die 
erste Axe legen. Dies ergiebt sich sogleich aus der 38. Nummer, wenn 
wir überdies berücksichtigen, dafs die vierte gemeinschaftliche Tangente 
zweier Parabeln unendlich weit liest. Wenn aber die Coöffieienten von u 
und zo» dieselben bleiben, so stellt (7.) einen Punct dar, der auf einer der 
ersten Axe parallelen geraden Linie bleibt. Hiernach ergeben sich leicht 
folgende beiden Sätze, 

Wenn mehrere Parabeln zwei gegebene gerade Linien 
berühren und die erste derselben in einem gegebenen Puncte, 
so schneiden sich diejenigen beiden Tangenten, die von ir- 
gend zwei festen Puncten dieser ersten gegebenen geraden 
Linie an jede Parabel gelegt werden können, in einem sol- 
chen Puncte, der auf einer festen, der zweiten gegebenen 
geraden Linie parallelen Linie bleibt. 

Wenn man von irgend einem festen Puncte der ersten 
gegebenen geraden Linie noch eine Tangente an jede Para- 
bel legt, so liegen die Berührungspuncte auf allen diesen 
Tangenten in derselben, der zweiten gegebenen geraden Li- 
nie parallelen Linie. 

Aus diesen Sützen ergeben sich wiederum lineare Constructionen, 
die wir hier übergehen. 

46, Wir können die Gleichung (7.) auch’noch aus einem andern Ge- 
sichtspuncte diseutiren. Es ändern sich nemlich in dieser Gleichung z.B. die 
Coöflicienten von u und 0 nicht, wenn man statt (6.) eine andere Gleichung 
von derselben Form nimmt, in der man nur dem Coäfücienten D’ irgend 
einen andern Werth beilegt; d.h. wenn man statt der durch (6.) darge- 
stellten beiden Puncte irgend zwei andere Puncte der zweiten Axe nimmt, de- 
ren Abstände vom Berührungspuncte, in einander multiplieirt, dasselbe Pro- 
duct geben. Der Durchschnitt der beiden Tangenten, die durch solche zwei 
Puncte sich noch an die gegebene Curve legen lassen, liegt also auf einer 
festen, der zweiten Axe parallelen, geraden Linie. Also, auch umgekehrt): 


” 
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Wenn man von irgend einem Puncte einer gegebenen 
geraden Linie zwei Tangenten an eine gegebene Curve zwei- 
ter Classe legt, so wird das von diesen beiden Tangenten in- 
terceptirte Segment einer dritten Tangente, die der gege- 
benen geraden Linie parallel ist, imBerührungspuncte so ge- 
theilt, dafs das Product der beiden Theile ein constantes ist. 

Wenn wir insbesondere annehmen, dafs die gegebene gerade Linie 
unendlich weit liege, so erhalten wir einen bekannten Satz. 

47. Den nachstehenden Satz erhalten wir auf eine ganz ähnliche 
Weise, wie wir den Satz der vorigen Nummer erhalten haben. 

Wenn irgend eine Linie zweiter Ordnung gegeben ist, 
und man construirt in einem beliebigen Puncte derselben die 
Tangente, legt durch denselben Punct eine beliebige gerade 
Jiinie und durch zrgend einen Punct dieser geraden Linie 
„wei neue Tangenten an die Curve, so schneiden diese bei- 
den Tangenten die erstgezogene in solchen zwei Puncten, 
für welche die Summe der reciproken Werthe der Abstände 
vom Berührungspufcte constant ist. 

Wir brechen hier ab, um sogleich zu einer allgemeinern Verbin- 
dung der Gleichungen der Örter zweiter Olasse überzugehen, weil hier 
auf eine ungemein leichte Weise eine Menge von Sätzen und Constructio- 
nen sich ergeben. 


Bonn, den 11. Sept. 1829. 
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Verbindung der allgemeinen Gleichung der Örter zweiter 
Classe vermittelst unbestimmter Co&fficienten. 
48. Wenn die beiden Gleichungen 
1. A == 0), 
irgend zwei Örier zweiter Classe darstellen, so stellt, wenn # einen unbe- 
stimmten Coöffßicienten bedeutet, die Gleichung 
2. 
alle möglichen Örter derselben Classe dar, welche mit den beiden gege- 
benen dieselben vier gemeinschaftlichen Tangenten haben. Wenn der erste 
Theil der Gleichung (2.) sich in zwei Factoren des ersten Grades auflösen 
kilst, so stellt dieselbe ein System von zwei Puncten dar. Eiu sol- 
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ches System ist also als ein Ort zweiter Classe anzusehen. (Es ist wohl 
überflüssig zu bemerken, dafs die beiden Puncte auf keine Weise als ver- 
schwindende Ellipsen zu betrachten sind.) Wenn aber die in Rede ste- 
hende Zerlegung Statt finden soll, so erhalten wir eine Bedingungs - Glei- 
chung, die in Beziehung auf # vom dritten Grade ist. Es redueirt sich 
diese Gleichung nur dann auf den zweiten Grad, wenn schon eine der 
beiden Gleichungen (1.) ein System von zwei Puncten darstellt. Wir er- 
halten also immer, wenn wir die Gleichungen zweier solcher Örter zweiter 
‚lasse, die Curven sind, gehörig mit einander verbinden, mindestens die 
Gleichung eines Systems von zwei Puncten. Nur dürfen wir nicht über- 
sehen, dafs im Allgemeinen solche zwei Puncte auch zusammenfallen und 
auch imaginär sein können. In diesem letztern Falle erhalten wir eine 
bestimmte gerade Linie welche durch diese beiden imaginären Puncte 
scht, statt dieser Puncte: eine gerade Linie, die durch eine Gleichung des 
zweiten Grades dargestellt wird *)., Man kann aber leicht zeigen, dals 
immer eine resultirende Gleichung (2). ein System zweier reellen Puncte 
darstellt. Wenn die Bedingungs-Gleichung in x nur reelle Wurzeln 
hat, so erhalten wir drei reelle Gleichungen von der Form der Gleichung 
(2... Alsdann haben die beiden Gurven entweder vier reelie oder gar 
keine reelle gemeinschafiliche Tangenten. Im ersten Falle stellen jene 
drei resultirenden Gleichungen die dreimal zwei gegenüberstehenden Win- 
kelpuncte der von den vier gemeinschaftlichen Tangenten gebildeten voll- 
stündigen vierseitigen Figur dar; im zweiten Falle erhalten wir ein Sy- 
stem von zwei reellen Puncten und aulserdem zwei reelle gerade Linien. 
Wenn die Gleichung in & zwei imaginäre Wurzeln hat, so erhalten 
wir durch Verbindung der gegebenen Gleichungen nur eine einzige Glei- 
chung eines Systems von zwei Puneten: die beiden andern Systeme exi- 
stiren gar nicht. Diesem Falle enispricht, dafs die beiden gegebenen Cur- 
ven nur zwei reelle gemeinschaftliche Tangenten haben, 

Wenn die Bedingungs-Gleichung in x zwei gleiche Wurzeln hat, 


%) Dies wird deutlicher, wenn wir die Gleichung 
+ = 
betrachten, welche zwei auf der ersten Axe liegende Puncte darstellt. Wenn aber 


a? —b>0, 
so giebt diese Gleichung für v und w keine andere reellen Werthe, als 
v=VU, == 0. 


Es stellt also die vorstehende Gleichung blo/s die erste Coordinaten - Axe dar. 
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so berühren sich die beiden gegebenen Curven. Die drei resuitirenden 
Systeme von zwei Puncten sind in diesem Falle die beiden Durchschnitts- 
puncte der Tangente im Berührungspuncte der Curven mit den beiden 
übrigen gemeinschaftlichen Tangenten derselben (zweimal genommen) und 
dann das System des Berührungspunetes und des Durchschnittes der letzt- 
genannten beiden Tangenten. Wenn die beiden Curven einen doppel- 
ten Contact haben, so sind die drei Systeme, der Durchschnittspunet 
der beiden gemeinschaftlichen Tangenten als doppelter Punct betrachtet 
(zweimal genommen) und dann das System der beiden Berührungspuncte. 

Wenn die Bedingungs - Gleichung in & drei gleiche Wurzeln hat, 
so haben die beiden Curven einen dreipunctigen Contact. Von den 
drei resultirenden und alsdann identischen Systemen besteht jedes aus dem 
Osculationspunete und dem Durchschnittspunete der Tangente in diesem 
Punete mit der noch übrigen einzigen gemeinschaftlichen Tangente. Für 
den Fall einer vierpunctigen Ösculation fallen die beiden Punete der 
Jrei identischen Systeme in den Osculationspunet zusammen. 

49. Es tritt uns hier noch folgende Frage entgegen: Giebt es Cur- 
ven zweiter Classe, die nur zwei gemeinschaftliche Tangenten haben, oder 
bestimmter ausgedrückt, von deren vier gemeinschaftlichen Tangenten zwei 
unendlich weit liegen, so wie es Curven zweiter Ordnung giebt (ähnliche 
und ähnlich liegende), von deren vier Durchschnitten zwei unendlich weit 
liegen? Eine gemeinschaftliche Tangente liegt, wie wir schon früher ge- 
sehen haben, unendlich weit, wenn die beiden Curven Parabeln sind: 
aber zwei gemeinschaftliche Tangenten kömnen nicht unendlich weit liegen. 

50. Herr Poncelet hat schon bemerkt, dafs wenn zwei Örter 
zweiter Classe denselben Brennpunet haben, dieser Brennpunct als 
der Durchschnitt zweier gemeinschaftlichen, imaginären Tangenten anzu- 
sehen ist. 

Wenn die beiden gegebenen Curven ähnliche, ähnlich-lie- 
gende und concentrische sind, so ist ihr gemeinschaftlicher Mit- 
telpunet der Durchschnitt zweier Paare gemeinschaftlicher, imaginärer 
Tangenten. 

Wenn in den vorstehenden Andeutungen irgend etwas dunkel er- 
scheinen sollte, so verweise ich auf die ganz analogen Erörterungen über 
die Verbindung der Gleichungen von Örtern zweiter Ordnung im ersten 
Bande meiner „,Entwickelungen.” 
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531. Auf dem bisher Entwickelten beruhen Erörterungen, die de- 
nen des letzten Paragraphen der eben angeführten Schrift entsprechen. 
In dem Folgenden will ich einige Momente hervorheben. 
Es seien 
die Gleichungen dreier soleher Curven zweiter Classe, welche dieselben 
beiden gemeinschaftlichen Tangenten haben, deren Durchschnittspunet durch 


die Gleichung e == 6 


dargestellt werde. Alsdann erhalten wir, durch ochörige Verbindins ver- 
mittelst unbestimmter Coeflicienten je zweier der drei Gleichungen (1.), fol- 
sende Ausdrücke: 

Wenn wir die beiden ersten dieser drei Gleichunsen von einander abzie- 


hen, so kommt: 


eine Gleichung, die, was ihre Form zeigt, mit der dritten der Gleichun- 
sen (2.) identisch sein mufs; wonach wir 
ea = 

erhalten. Es liesen also die drei, durch folgende drei Gleichungen vom 
ersten Grade dargestellten Puncte 

in gerader Linie. Hierin ist der nachstehende Satz enthalten : 

Wenn irgend drei drter zweiter Classe dieselben zwei 
semeinschaftlichen (rcellen oder imaginären) Tangenten 
haben, so liegen die Durchschnitte der noch übrigen drei- 
mal zwei gemeinschaftlichen (reellen oder imaginären) Tan- 
senten in gerader Linie, 

52. Wenn drei Curven eine gegebene gerade Linie in demselben 
Puncte berühren, so haben je zwei derselben einerseits dieselben zwei 
zusammenfalienden Durchschnittspunete und andrerseits zwei zusammen- 
fallende gemeinschaftliche Tangenten. Es gehen also nicht allein, wie be- 
kannt, die drei gemeinschaftlichen Ci;orden je zweier derselben durch den- 
selben Punct, sondern es liegen auch die drei Durchschnitte der drei Paare 


gemeinschaftlicher Tangenten in gerader Linie, 
53. Wir wollen mehrere einzelne Fälle des Satzes der 51. Num- 


mer genauer betrachten. Wenn die drei Orter zweiter Classe Parabeln 
Grelle’s Journal d. M. VI. Bd. 2. Tlft. 18 
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sind, so liegt eine gemeinschaftliche Tangente je zweier derselben unend- 
lich weit, und den Voraussetzungen des obigen Satzes geschieht Gen’ige, 
wenn die Parabeln eine einzige gemeinschaftliche Tangente haben. Also: 

Wenn irgend drei Parabeln dieselbe gerade Linie be- 
rühren, so liegen die Durcehschnitte der übrigen beiden ge- 
meinschaftlichen Tangenten je zweier derselben in gera- 
der Linie. 

54, Es ist bekannt, von welchem Vortheile es in der Theorie der 
Örter zweiter Ordnung ist, dafs man Systeme von zwei geraden Li- 
nien mit Curven dieser Ordnung zusammenstellt: ein Verfahren, das man 
auf die Betrachtung der Gleichungen gründen oder auch durch allgemeine, 
rein geometrische Betrachtungen rechtfertügen kann. In dem Folgenden 
werden wir gleichen Vortheil daraus ziehen, dafs wir, was früher noch 
nicht geschehen zu sein scheint, mit Curven zweiter Classe, oder, was das- 
selbe heifst, zweiter Ordaung, Systeme von zwei Puncten zusam- 
menstellen: ein Verfahren, gegen welches sich auch nicht der geringste 
Kinwurf machen Kißst, sobald wir zu den Gleichungen zurückgehen. 

Um die Bedingungen der 51. Nummer zu befriedigen, müssen wir, 
wenn wir mit zwei Curven Z und B (Fig. 8.) ein System von zwei Punc- 
ten ec, c’ zusammenstellen wollen, diese beiden Punete auf zweien gemein- 
schaftlichen Tangenten der beiden Curven annehmen. Ziehen wir alsdann 
von solchen zwei Puneten noch zwei Tangenten an jede der beiden Gur- 
ven, die sich in den beiden Puneten $ und $’ schneiden, so liegen diese 
beiden Punete mit dem Durchschnitte derjenigen beiden gemeinschaftlichen 
Tangenten, auf denen ce und c’ nicht liegen, mit ®, in gerader Linie. Also: 

Wenn man von irgend zwei Puncten zweier gemein- 
schaftlichen Tangenten zweier Curven zweiter Ulasse noch 
vier Tangenten an die beiden Curven liest, so bilden diese 
Tangenten ein Viereck, dessen eine Diagonale durch einen 
festen Pumect geht, der unveränderlich derselbe bleibt, wie 
auch jene beiden Puncte auf den gemeinschaftlichen Tan- 
genten fortrücken mögen. 

Wir erhalten eine Modification dieses Satzes, wenn wir für die 
Puncte e, e’ zwei Berührungspuncte auf den beiden Tangenten nehmen. 

Für den Fall zweier Parabeln erhalten wir eime doppelte Con- 
struction; einmal können wir nemlich die beiden Puncte ce, c’ auf zweien 
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der drei gemeinschaftlichen Tangenten annehmen: alsdann liegen die bei- 
den Construetionspunete $ und 5’ auf einer sich immer parallel bieibenden 
seraden Linie. Oder wir können auch einen Punct ce auf einer beliebigen 
gemeinschaftlichen Tangente und den andern Punet e’ auf der unendlich 
weit entfernt liegenden vierten geeinschaftlichen Tangente annehmen, d.h. 
nach beliebiger Richtung zwei parallele Tangenten an die beiden Parabeln 
ziehen. Der feste Punct ist alsdann der Durchschnitt derjenigen beiden 
gemeinschaftlichen Tangenten, auf denen e nicht angenommen worden ist. 

559. Nach der vorigen Kummer ergiebt sich, wenn wir zwei ge- 
meinschaftliche Tangenten zweier Curven zweiter Olasse kennen, eine 
leichte Construction des Durchschnittspunctes der beiden übrigen gemein- 
schaftlichen Tangenten; und also können wir auch diese Tangenten selbst, 
in dem Falle dafs dieselben reell sind, construiren. 

56. Der Satz der 54. Nummer erleidet Modifieationen, wenn zwi- 
schen den beiden gegebenen Curven besondere Beziehungen Statt \inden. 
Wir wollen sogleich zwei sich dreipunctig osculirende Gurven (Fig. 9.) 
betrachten. Alsdann fallen drei gemeinschaftliche Tangenten in die Tan- 
gente des Oscnlationspunctes zusammen, und es giebt aufserdem nur noch 
eine einzige gemeinschaftliche Tangente, Nehnien wir also die beiden Puncte 
ec, €‘ auf der Tangente im Osculationspuncte an, so ist der feste Punet © 
der Durchschnitt derselben Tangente mit der noch übrigen gemeinschalt- 
lichen Tangente. Also: 

Wenn man von irgend zwei beliebigen Puncten der 
Tangente im Osculationspuncte zweier oder mehrerer sich 
dreipunctig osculirender und überdies dieselbe gerade Linie 
berühbrender Kegelschnitte, an jede derselben noch zwei 
Tangenten zieht, so liegt der Durchschnitt dieser Tangen- 
ten aul derselben geradenLinie, und diese gerade Linie geht 
dureh den Durchschnitt der gemeinschattlichen Tangente 
mit der Tangente im Osculationspuncte, und dreht sich um 
diesen Durchschnitt, wenn die beiden beliebigen Puncte auf 
der letztgenannten Tangente fortrücken. 

Nach diesem Satze können wir einen Kegelschnitt beschreiben, der 
einen gegebenen in einem gegebenen Puncte osculirt und über- 
dies zwei gegebene gerade Linien berührt. 

Construction. (Fig. 9.) Es sei O der Punct, in welchem die 

18° 
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gegebene Curve OM osculirt werden soll; die Tangente in diesem Puncte 

werde von den beiden, sich in $ schneidenden, gegebenen geraden Linien 

in den beiden Puncten e und c‘ geschnitten; von diesen beiden Puncten 
iege man an die gegebene Curve die beiden Tangenten cS’ und c’ 5’, die 
sich im Puncte 5° schneiden. Zieht man endlich SS’, so begesnet diese 

Linie der Tangente in O in demjenigen Puncte ®, in welchem dieselbe 

Tangente von der gemeinschaftlichen Tangente der gegebenen und gesuch- 

ten Curve getroilen wird, 

Wenn die eine gegebene gerade Linie die gemeinschaftliche Tan- 
gente der beiden Curven ist, so bietet sich unmittelbar eine ganz einfache 
Construction beliebig vieler Tangenten der gesuchten Curve dar. 

57. Wenn wir annehmen, dafs der Punct e‘ mit dem Puncte c 
zusammenlalle, so erhalten wir die Berührungspuncte @ und co’ statt der 
Puncte und 5°. Also: 

Wenn man von irgend einem Puncte der Tangente im 
Öseulationspuncte irgend zweier Kegelschnitte zwei Tan- 
genten an dieselben legt, so liegen die Berührungspuncte 
auf diesen beiden Tangenten mit dem Durchschnittspuncte 
der gemeinschaftlichen Tangente beider Gurven und jener 
Vangente im Osculationspuncte in gerader Linie. 

Nach diesem Satze können wir in der Aufgabe der vorigen Num- 
mer auf jeder Tangente den Berührungspunet finden. Wir erhalten z.B. 
ten Berührungspunet @ auf eS, wenn wir durch ® und den Berührungs- 
punet 0’ auf der gegebenen Curve die gerade Linie ®or legen. 

Wir können ferner auch eine Curve beschreiben, die eine gegebene 
in einem gegebenen Puncte osculirt und überdies eine von fol- 
genden Bedingungen erfüllt: 1 
1) eine gegebene gerade Linie in einem gegebenen Puncte 

beruhrt, 

2) mit der gegebenen Curve eine gegebene gemeinschaft- 
liche Tangente hat und durch irgend einen gegebenen 
Punct geht. 

Es sei, um nur den zweiten Fall hervorzuheben, O0‘ die gegebene 

Curve, © der Oseulationspunet, ® derjenige Punet, in welchem die Tan- 

sente in diesem Puncte von der gegebenen gemeinschaftlichen Tangente 


!'® geschnitten wird, und eudlich © der gegebene Punet. Man ziehe die 
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gerade Linie oP, von der die gegebene Curve in e’ und eo, geschnitten 
werde. In diesen beiden Puneten construire man die Tangenten an die 
gegebene Curve, welche der Tangente in O0 in zwei Puncten begegnen. 
Wenn man diese Puncte (von denen c der eine ist) mit dem Punete 
verbindet, so erhält man zwei Tangenten derjenigen beiden Curven, die 
den Bedingungen der Aufgabe entsprechen. Die Aufgabe hat also im All- 
gemeinen zwei Auflösungen; sie hat nur eine Auflösung, wenn der ge- 
gebene Punet auf der gegebenen Curve liegt. 

58. Wenn man die beiden Puncte e und c’ (Fig. 10.) auf der Tan- 
gente im Osculationspuncte und der gemeinschaftlichen Tangente zweier 
sich dreipunctig osculirender Curven annimmt, so erhält man statt des 
Satzes der 56. Nummer iolgenden : 

Wenn man von zwei Puncten der Tangente ım Oscu- 
lationspunete und der gemeinschaftlichen Tangente zweier 
sich dreipunetig osculirender Gurven an jede Curve noch 
zwei Tangenten zieht, so schneiden sich die zweimal zwei 
Tangenten in solchen zweiPuncten, die mit dem Osculations- 
puncte in gerader Linie liegen, 

Hieraus ergiebt sich eine neue Construction der Aufgabe der 56. 
Nummer, die auch dann ihre Anwendbarkeit behält, wenn der Durch- 
schnitt der Tangente im Oseulationspuncte mit der gemeinschaitlichen Tan- 
gente der gegebenen und zu construirenden Curve sehr weit liegt. Es sei 
wiederum OM die gegebene Curve, die inO osculirt werden soll; Se und 
Sc’ seien die beiden zu berührenden geraden Linien, Man verbinde den 
Durchschnitt $ dieser beiden geraden Linien mit O; lege von c, dem Durch- 
sehnitt einer (beliebigen) dieser beiden Linien mit der Tangente in O, die 
Tangente cS’ an die gegebene Curve, die der OS in 5’ begegne und end- 
lich durch 5’ die zweite Tangente S’e‘ an dieselbe Curve. Diese Tan- 
gente begegnet der gegebenen Sc’ in einem Puncte ce‘, welcher ein Punct 
der gemeinschaftlichen Tangente der gegebenen und gesuchten Curve ist. 

Die Modilieation dieser Construction für den Fall, dafs statt der bei- 
den Tangenten eine einzige und auf derselben der Berührungspunet gege- 
ben ist, ergiebt sich von selbst, und hiernach ergeben sich endlich auch 
neue Constructionen für die in der 57. Nummer behandelten Aufgabe, 

59. Wenn wir annehmen, dafs alle Curven Parabeln sind, so er- 
halten wir aus No. 56, und 57. die bereits in der 42,, 43. und 44, Nummer 
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unmittelbar bewiesenen Sätze und Constructionen, und aus No. 58. noch 
einige neue. 

Es kann aber auch die gegebene Curve irgend eine beliebige sein 
und eine Parabel verlangt werden. Dies kommt alsdann darauf hinaus, 
in den vorstehenden CGonstructionen statt einer gegebenen zu berührenden 
geraden Linie eine unendlich weit entlernt liegende zu nehmen. Wir wol- 
len zwei Aufgaben hier hervorheben. 

Eine Parabel zu beschreiben, die einen gegebenen Ke- 
velschnitt in einem gegebenen Puncte oseceulirt und über- 
dies eine gegebene gerade Linie berührt. 

Construction. Es sei O2 (Fig. 11.) die gegebene Curve, die in 
O osculirt werden soll; cS die gegebene gerade Linie, die der Tangente 
im Osculationspumete in ce besegne. Man ziehe die Tangenten und 
ce’ 5’, letztere parallel mit der Tangente im Öseulationspuncte, ziehe S’® 
parallel mit cS, wodurch auf Ge der Punet ® bestimmt wird. Legt man 
durch ® eine zweite Tangente an die gegebene Curve, so berührt dieselbe 
auch die zu beschreibende Parabel. Den Berührungspunct P auf cS er- 
hält man, indem man NV, den Berührungspunet auf c$5’ mit ® durch eine 
gerade Linie verbindet. 

Eine Parabel zu beschreiben, die einen gegebenen Ke- 
selschnitt in einem gegebenen Punete oseulirt und überdies 
durch irgend einen gegebenen Punct geht. 

Construction. Es sei © (Fig. 12.) der Oseulationspunet und M 
der gegebene Punet. Man ziehe, parallel mit der Tangente in O und 
durch 7 eine gerade Linie, die der gegebenen Curve im Allgemeinen in 
zwei Puneten begegnen wird; man lege in diesen Puncten zwei Tangen- 
ten an die gegebene Curve, und verbinde diejenigen beiden Puncte, in wel- 
chen diese beiden Tansenten die Tangente in O schneiden, durch zwei 
serade Linien mit dem Puncte A, Diese beiden geraden Linien ZM und 
7'M berühren alsdann diejenigen beiden Parabeln, die den Forderungen 
der Aufgabe Genüge leisten, in dem gegebenen Puncte. 

60. Wenn wir ein System von zwei Puncten mit zwei sich dop- 
pelt berührenden Curven zusammenstellen, so erhalten wir folgende 
beiden Sätze. 

Wenn man von irgend zwei Puncten der beiden gemein- 
schaftlichen Taugenten zweier sich doppelt berührender Ke- 
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gelschnitte noch zwei Tangenten an jede derselben legt, so 
schneiden sich diese zweimal zwei Tangenten in solchen 
zwei Puncten, die mit dem Durchschnitte der gemeinschaft- 
lichen Tangenten in gerader Linie liegen. 

Wenn man von irgend zwei Puncten einer der beiden 
gemeinschaftlichen Tangenten noch zwei Tangenten an jede 
derselben legt, so schneiden sich diese zweimal zwei Tan- 
genten in solchen zwei Puncten, die mit dem Berührungs- 
puncte auf der andern gemeinschaftlichen Tangente in ge- 
rader Linie liegen. 

Es ergeben sich aus diesen beiden Sätzen und ihren Modifieationen 
eine Reihe von einzelnen Constructionen, die wir übergehen. Wenn die 
beiden Curven statt des doppelten Contacts einen vierpunctigen haben, 
so erhalten wir die in der 40. und 41. Nummer unmittelbar bewiesenen 
Sitze und Constructionen. Als letztes Beispiel wollen wir noch folgende 
Auigabe nehmen. 

Eine Parabel zu beschreiben, die eine gegebene CGürve 
zweiter Classe in einem gegebenen Puncte vierpunctig be- 
rührt. 

Construction. (Fig. 13.) Man lege in dem gegebenen Puncte © 
eine Tangente an die gegebene Curve, und parallel mit ihr eine zweite 
Tangente; construire ferner irgend eine dritte Tangente, die der ersten in 
dem Puncte 7, der zweiten in dem Puncte 5 begegne; ziehe OS und par- 
allel hiermit eine gerade Linie durch 7%, Diese Linie ist alsdann eine Tan- 
gente der verlangten Parabel. Man erhält den Berührungspunet P auf 
dieser Tangente, wenn man den Berührungspunct /Y auf der obigen drit- 
ten Tangente durch eine gerade Linie mit O verbindet, 

61. In dieser Nummer wollen wir mit einer Curve zweı Sy- 
steme von zwei Puncten zusammenstellen. Nach den Voraussetzun- 
gen der 51. Nummer müssen die Puncte der beiden Systeme, etwa wie 
in der 14. Figur, auf zweien Tangenten dc und b’c’ angenommen werden. 
Die drei Puncte, die in gerader Linie liegen, sind alsdann 1) 5 der Durch- 
schnitt der neuen von 5 und b’an die Curve gelegten Tangenten 5.5 und 5'S; 
2) S’ der Durchschnitt der neuen von e und ce’ an die Curve gelegten Tan- 
genten ce S’ und c’S’, und endlich 3) ® der Durchschnitt von be’ und De. 
Der hierin enthaltene Satz ist der bakannte von Brianchon: 
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Die drei Diagonalen eines um einen Keselschnitt be- 


schriebenen Sechsecks gehen durch einen und denselben 
Punct. 

62. Wir können endlich noch drei Systeme von zwei Punc- 
ten a und e‘, b und db, ce und ce’ zusammenstellen, die, etwa wie in der 
15. Figur, aul zwei geraden Linien vertheilt liegen. Die drei in gera- 
der Linie liegenden Puncte sind alsdann: (a, a’, b), (a,c’; a’, c) und 
(b,.c'; b'; ‚c) oder 8, S’ und 5”. Da wir beliebig die Puncte jedes Sy- 
stems mit einander vertauschen können, erhalten wir sechsmal drei solcher 


und Iiernach folgenden bekannten Satz: 


Wenn man auf jeder von zwei gegebenen geraden Li- 
i 


nien drei Puncte beliebig annimmt, und diese Puncte durch 
neue gerade Linien verbindet, so erhält man sechsmai drei 
Durchschnitte dieser Linien, welche in gerader Linie VE 

63. Wir gehen zu einem zweiten Schema über. Es sei: 


© 
A=0 
die Gleichung irgend eines Ortes zweiter Classe, der von zweien andern, 


deren Gleichungen iolgende seien: 
doppelt berührt wird.  Alsdann erhalten wir, bei schicklicher Bestimmung 
von 2’ und Jolgends Gleichungen: 


indem wir dureh p=0 und 97==V die Gleichungen des Durchschnitts- 
punetes der gemeinschaftiichen Tangenten des ersten und zweiten, und des 
ersien und Wenn wir die letzten beiden Glei- 


Da diese Gleichung ein I von zwei Puneten darstellt, so ist sie iden- 
tisch mit einer Gleichung von folgender Form: 
zu 

indem @==0 und «e’==0 die Durchschnittspuncte der zu zwei und zwei 
genommienen vier bie Tangenten des zweiten und dritten 
Ortes darstellen. Hiernach müssen die Factoren (a+p) und (Y—p) ver- 
mittelst sehöriger Coöflieienten den Factoren @ und «’ des ersten Theiles 
der letzten Gleichung identisch werden, wonach also die vier durch 
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dargestellten Punete in gerader Linie liegen. Also: 

Wenn ein Ort zweiterQGlasse zwei andere, und beide dop- 
velt berührt, so liegen zwei Durchschnitte der vier gemein- 
schaftlichen Tangenten der letztern und diejenigen beiden 
Puncte, in welchen die gemeinschaftlichen Tangenten des 
ersten und jedes der beiden andern Örter sich schneiden, 
alle vier in gerader Linie, 

64. Statt der doppelten Berührung können wir eine vierpunc= 
tise Osculation nehmen; an die Stelle des Durchschnittspunetes der 
gemeinschaftlichen Tangenten tritt alsdann der Osculationspunet. Wenn 
wir mit einer Curve ein System von zwei Puneten zusammenstellen, 
so erhellt unmittelbar aus den Gleichungen, dals alsılann die beiden Punete, 
wenn von einer doppelten Berührung die Rede ist, auf der Curve ange- 
nommen werden müssen. Stellt man zwei Systeme von zwei Puncten 
zusammen, so müssen, unter gleicher Voraussetzung, alle vier Pımete in 
gerader Linie liegen, Hiernach ergeben sich mehrere einzeine Sätze. So 
erhalten wir z.B., wenn wir als ersten Ort eine Curve und für die bei- 
den andern Örter zwei Puncten-Systeme nehmen, so dafs also eine Curve 
und auf dem Umiange derselben vier Puncte gegeben sind, folgenden be- 
sannten Satz: 

Wenn man in eine Curve zweiter Ordnung ein Viereck 
beschreibt, dessen Winkelpunete die Berührungspuncte ei- 
nes umschriebenen Vierecks sind, so liegen die beiden Durch- 
schnitte der beiden Paare gegenüberliegender Seiten des 
erstgenannten und zwei Winkelpuncte des letztgenannten 


| 
o 


Vierecks in gerader Linie. 

65. Wir wollen in dem Folgenden nur noch den einen Fall her- 
vorheben, wo eine gegebene Curve (Fig. 16.) von einer andern doppelt 
berührt wird, und wir überdies auf dem Umfange derselben zwei Puncte 
beliebig annehmen. Aus diesem Falle wollen wir mehrere Constructio- 
nen herleiten, und zwar zuerst die Construction folgender Aufgabe: 

Eine Curve zweiter Glasse zu beschreiben, die eine 
gegebene vierpunetig osceulirt, und überdies durch irgend 
zwei gegebene Puncte geht. 

Es sei OMN eine Curve, die von OPQ vierpunetig in O osculirt 

Orelle's Journal d. M. VI. Bd. 2. Ift. 13 


149 13. Plücker, neue Art, Puncte und Curven durch Gleichungen auszudrücken. 


wird und auf deren Umfange die beiden Puncte M und N liesen. Die 
von M und N an die zweite Curve gelegten Tangenten bilden eme vier- 
seitige Figur, deren zwei Winkelpuncte $ und 5° mit dem Osculations- 
puncte 0 in gerader Linie liegen (63.). Hiernach ergiebt sich sogleich 
folgende Construction der vorstehenden Aufgabe, wenn OPQ die gegebene 
Curve ist und M und I die beiden gegebenen Puncte sind. Man lege 
von jedem der beiden Punete M und N zwei Tangenten an die gege- 
bene Curve. Diese beiden Tangenten-Paare schneiden sich in vier Punc- 
ten, durch welche sich noch zwei gerade Linien SS’ und 55“ legen 
lassen. Diese beiden Linien schneiden die gegebene Curve im Allgemei- 
nen in vier Puneten: ©, 0’, O0 und 0°; und diese Puncte sind dieje- 


niven, in welchen ur rege Curve von denjenigen Curven, die den 
Forderungen der Aufgabe Genüge leisten, und deren es also im Allge- 
meinen vier giebt, osculirt wird. 


Nichts hinderf uns dic 


vorstehende Construction unmittelbar auch 


auf den Fall zu übertragen, wo ein gegebener Punct oder auch beide ge- 


ecbene Puncte unendlich weit liegen; d.h. wo eine Hyperbel ver- 
'angt wird und die Richtung einer oder beider Asymptoten derselben ge- 


sehen ist. 


66. Eine Curve zweiter Classe zu beschreiben, die 
eine gegebene zweimal berührt und überdies durch drei ge- 


pP 


uncete seht, 
Construction. Indem wir nach emander die gegebene Curve 


mit zweimal zwei der drei gegebenen Puncte zusanımenstellen, erhalten 


wir wie vorhin zweimal zwei serade Linien, die sich in vier Puncten 
schneiden, und diese Puncte sind offenbar diejenigen, in welchen die ge- 
ıien Tangenten der gegebenen Curve und jeder der vier 
sesuchten Curven, die im Allgemeinen möglich sind, sich schneiden. 

Da drei gegebene Puncte sich auf dreifach@ Art zu zwei combini- 


ren lassen, so erhalt wir voimal Bw serade Linien, die 
durch dieselben vier Puncte sehen müssen. Diese vier Puncte sind die- 
'eniven, in welchen sich die drei Diasonalen von solehen umschriebenen 
Sechsercken schneiden, die durch die sechs von den drei geschenen Punc- 
ten an die Curve gelesten Tangenten bestimmt werden. Wir haben hier- 
nach auf indireetem Wege den Brianchon’schen Satz vom umschrie- 
benen Sechseek dargethan und zugleich die geometrische Bedeutung 
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des Lurchschnitispunetes der drei Diagonalen nachgewiesen, Es ist nem- 
lich dieser Punct der Durchschsitt der (reellen oder imaginären) gemein- 
schaftlichen Tangenten der gegebenen Gurve und einer andern, welche 


dieselbe doppelt berührt und aulserdem dureh die drei Durchschnitte der 
gegenüberliegenden Seiten des umschriebenen Sechsecks geht, 


67. Damit das Schema der 63. Nummer vollständig werde, müs- 
sen wir in den Gleichungen (1.) die Ausdrücke p’ und 9%, wenigstens 
einen derselben, mit dem doppelten Vorzeichen nehmen. Statt der Glei- 
chung (2.) erhaiten wir alsdanı folgende allgemeinere: 

— + (9° + p°) 
In dem einen bisher unbeachtet gebliebenen Fafle, wo in dieser Gleichung 
p* mit dem Zeichen + vorkommt, stellt diese Gleichung nicht mehr zwei 
Puncte, sondern eine blofse gerade Linie dar. Es sind alsdann die Durch- 
schnitte der (imaginären) gemeinschaftlichen Tangenten der beiden Cur- 


ven Z=0 und =0 imaginär, aber auf einer reellen geraden 


Linie (No, 48.), die zugleich die beiden Puncte p=0 und 7—=0 enthält. 
68. Wenn wir zu den beiden Örtern zweiter Classe, die einen 
gegebenen doppelt berühren, noch einen dritten hinzunehmen, so erhal- 


ten wir nach demselben Schema, welches in der 385. Nummer meiner 
„ Entwickelungen” ausgeführt worden ist, folgenden Satz: 

Wenn ein sesebener Ört zweiter Classe von dreien an- 
dern doppelt berührt wird, so sind diejenigen dreimal zwei 
Durchschnitte gemeinscha ftlicher Tangenten je zweier die- 
ser drei letzgenannten Örter, mit denen (nach 63.) die Durch- 
schnitte der gemeinschaftlichen Tangenten des ersten und 
jeder der drei übrigen in gerader Linie liegen, die sechs 
Winkelpuncte einer vollstündigen vierseiti igen Figur. 

Diesen Satz ausführlich zu discutiren, verbietet hier der Raum. Nur 
einige besondere Fülle kann ich nicht ganz unberücksichtigt lassen. 


69. Wenn wir für den ersten gegebenen Ort zweiter Classe ein 
System von zwei Funeten nehmen, und demnach drei Curven erhalten, 
welche eine gemeinschaftliche, reeile oder ideale Chorde haben, so liegen 
viermal drei Durchschnitte der gemeinschaftlichen Tangenten dieser drei 
Curven in gerader Linie. Und endlich auch dann, wenn jene gemein- 
schaftliche Chorde unendlich weit liegt, d. h. wenn die drei Curven irgend 

19° 
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drei ähnliche und ähnlich liegende, insbesondere also Kreise sind, besteht 
obiger Satz und erhält alsdann folgende Aussage: 

Die Durchschnitte der äufsern und innern (reellen und 
imaginären) gemeinschaftlichen Tangenten je zweier von ir- 
send drei Kreisen sind solche sechs Puncte, von denen vier- 
mal drei in gerader Linie liegen. 

Wir begegnen also hier einem von jenen beiden Hauptsätzen, die 
sich auf Zusammenstellungen von Kreisen beziehen. In solchen Verknü- 
plungen von scheinbar sehr verschiedenen Sätzen liegt der eigenthümliche 
Character der neuern Geometrie. 

70. Wem wir für den ersten gegebenen Ort zweiter Classe eine 
Curve nehmen, und für die drei übrigen drei Systeme von zwei Puncten, 
die alsdann auf dem Umfange der Curve angenommen werden müssen, so 
erhalten wie wiederum den Pascalschen Satz vom eingeschriebe- 
nen Sechseck, der uns eben so oft und ungesucht begegnet, als er eine 
srofse Rolle in dieser Art von Untersuchungen spielt. 

71. Wenn wir für den ersten Ort ein System von zwei Puncten, 
und für die drei übrigen zwei Curven und ein Puncten-System nehmen, 
so müssen, den obigen Voraussetzungen gemäß, diese beiden Curven sich 
in den beiden Puneten des ersten Systems schneiden, und mit denselben 
Puneten müssen die Puncte des zweiten Systems in gerader Linie liegen. 
Hiernach erhalten wir folgenden Satz: 

Wenn man von irgend zwei Puncten einer gemein- 
schaftlichen Chorde zweier Curven zweiter Classe vier Tan- 
senten an jede derselben legt, so erhält man zwei vollstän- 
dige vierseitige Figuren, von denen jede, aulser den beiden 
Puncten des zweitenSystems, noch zweimal zwei gegenüber- 
liegende Winkelpunecte hat. Zweimal zwei Paare dieser ge- 
senüberliegenden Winkelpunete bilden mit zwei Durch- 
schnitten der vier gemeinschaftlichen (reellen oder imagi- 
nären) Tangenten der beiden Gurven die sechs Winkelpuncte 
zweier neuen vollständigen vierseitigen Figuren. 

\Wenn die beiden Puncte des zweiten Puncten-Systems zusammen- 
fallen, so geht der vorstehende Satz in folgenden über: 

Venn man von irgend einem Puncte einer gemein- 
schaftlichen (wirklichen oder idealen) Chorde zweier Cur- 
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ven zweiter Classe zwei Tangenten an jede derselben lest, 
so schneiden sich diejenigen vier geraden Linien, welche 
die Berührungspuncte auf der einen Curve mit den Berüh- 
rungspuneten auf der andern Curve verbinden, in zwei 
Durchschnittspuneten der vier gemeinschaftlichen Tangen- 
ten der beiden Curven. 

(Nach der Theorie der Reciprocität erhält man aus diesem Satze 
dessen Umkehrung; diese findet sich direct bewiesen: Entw. No. 387.). 


72. Nach der bisherigen Bezeichnung stellt die Gleichung 
0 
einen Ort zweiter Classe dar. Diese Gleichung wird befriedigt, wenn wir 


zugleich md A=0, 

- 
setzen, Die beiden Paare der durch die in derselben Zeile befindlichen 
Gleichungen dargestellten Örter haben also mit dem durch (1.) dargestell- 
ten Orte dieselben gemeinschaftlichen Tangenten. Also: 

Wenn irgend drei Örter zweiter Classe gegeben sind, 
so hatjede der beiden ersten mit einem beliebigen Orte, der 
mit der andern und der dritten dieselben gemeinschaftlichen 
Tangenten hat, vier gemeinschaftliche Tangenten; die acht 
gemeinschaftlichen Tangenten, die man auf diese Weise er- 
hält, umhüllen denselben Ort zweiter Glasse, 


73. Aus diesem allgemeinen Satze ergeben sich mehrere zierliche 
Constructionen. Wir wollen zuerst für die drei gegebenen Örter drei 
Systeme von zwei Puneten nehmen. Es mögen die Puncte @ und a’, Öb 
und 5/, e und c’ (Fig. 37.) durch die Gleichungen 

Am=0, Ara 0, u O 
dargestellt werden. Zieht man alsdann: 
cb und e’b’ die sich im Puncte m, 


schneiden, so können wir die beiden Puneten-Systeme 2 und m‘, n und 


n' durch die beiden Gleichungen 
0 
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darstellen. Zieht man endlich @ m, am’, a'm, a'm‘, bn,bn‘, b’n und b'n‘, so 
berühren diese acht gerade Linien eine und dieselbe Curve zweiter Classe. 

Aus diesem Satze lassen sich mehrere einfache, verschieden mo- 
difieirte Constructionen folgender Aufgabe herleiten: 

Eine Curve zweiter Glasse zu beschreiben, die fünf ge- 
sebene gerade Linien berührt. 

Construction, Es seien am, am‘, a’ m, a’'m’ und die fünf 
vevebenen, zu berührenden geraden Linien. Die erste und zweite dieser 
fünf Linien schneiden sich in a, die dritte und vierte in «@’, die erste und 
dritte in 772, die zweite und vierte in n°. Auf der fünften geraden Linie 
nehme man beliebig die beiden Punete 5 und 2 an. Man ziehe: 

an und ba die sich im Puncte ec, 


an - = - 
- cm - - - - b’, 


schneiden. Zieht man endlich dr‘, b’r und 2’n‘, so berühren diese drei 
verade Linien die verlangte Curve. 

Aus derselben Figur ergiebt sich sogleich eine zweite Construction 
der vorstehenden Aufgabe, wenn man füni andere gerade Linien als die 
sesebenen betrachtet. Es seien nemlich arm, br, b’n und a’m’ ge- 
voeben. Die erste und zweite dieser fünf Linien schneiden sich in zn, die 
dritte und vierte in z, die zweite und fünfte in «e‘. Man nehme einen 
Punet e beliebig an, ziehe ern und ce‘. Man nehme auf dieser letzten 
veraden Linie einen Punect ce’ beliebig an und ziehe 

wodurch auf der Punct 5’, 


eb‘ - - am - - m, 
c' m’ - em - b, 
c’a _ - n' 


bestimmt wird. Zieht man endlich die drei geraden Linien Br‘, b'n' und 
a’m, so berühren dieselben die zu bestimmende Curve. 

74. Nach der 72. Nummer können wir auch eine Curve zweiter 
Olasse beschreiben, die mit zweien gegebenen dieselben vier imaginären 
Vangenten hat, und überdies eine gegebene gerade Linie berührt. Als be- 
sondwer Kall gehört hierher auch folgende Aufgabe: 

Kine Curve zweiter Classe zu beschreiben, die mit 
einer gegebenen vier imaginäre gemeinschaftliche Tangen- 
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ten hat, die sich. in zwei gegebenen (innerhalb der letztge- 
nannten Curve liegenden) Puncten schneiden, und überdies 
eine gegebene gerade Linie berührt. 
Die Gurve in der 18. Figur werde durch die Gleichung 
A m 0, 
die beiden Puncten -Systeme 5 und 5‘, ce und c’ werden durch die beiden 


Gleichungen 


dargestellt. Alsdann können wir die beiden Puncten- Systeme m und 
>» und 2° durch die beiden Gleichungen 

darstellen. Und hiernach erhalten wir acht gerade Linien, welche eine 
und dieselbe Curve berühren, nemlich die vier reellen geraden Linien 
bn, bn‘, b’n und b’n‘ und vier, im Falle der Figur wo die beiden Punete 
mn und 77° innerhalb der gegebenen Curve liegen, imaginäre gerade Linien: 
die vier imaginären von m und 72° an die letztgenannte Curve zu legen- 
den Tangenten. Hiernach ergiebt sich folgende Construction der vorste- 
henden Aufgabe, wenn zz und 7’ die beiden gegebenen Puncte sind und 
bn die gegebene gerade Linie. Man nehme auf dieser Linie zwei Puncte 
b und r beliebig an, lege durch 2 zwei Tangenten an die gesebene Curve, 
ziehe 57a welche der einen Tangente in c,' und brm’ welche der andern 
Tangente in c’ begegne. Durch ce und c’ lege man noch zwei Tangenten 
an die gegebene Curve, welche sich in z’, und ziehe c’mn und cm‘, 
welche sich in 5’ schneiden. Alsdann erhält man drei neue Tangenten 
der verlangten Curve, wenn man br‘, b’n und d’n’ zieht. 


75. Wenn man annimmt, dafs die beiden gegebenen Puncte 
und m’ zusammenfallen, so modificirt sich die vorstehende Gonstruc- 
tion. Man erhält alsdann eine Curve, die mit der gegebenen einen dop- 
pelten Contact hat, der imaginär wird, wenn die zusammenfallenden Puncte 
innerhalb der gegebenen Cwve angenommen werden. Werden dieselben 
auf dem Umfange der Curve angenommen, so erhält man folgende neue 
Construction einer Curve, die eine gegebene in einem gegebenen Puncte 
vierpunctig osculirt und überdies eine gegebene gerade Linie berührt, 

Es sei (Fig. 19.), 72 der gegebene Osculationspunct auf der gege- 
benen Curve, 25 die gegebene gerade Linie. Von einem beliebigen Puncte 
derselben, von 2, lege man zwei Tagenten an die Curve, die von einer 
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beliebigen durch 2 gehenden geraden Linie, die der gegebenen in irgend 
einem Puncte 5 begegne, in den Puncten € und c’ geschnitten werden. 
Durch e und c’ lege man noch zwei Tangenten an die gegebene Curve, 
die sich in irgend einem Puncte r° schneiden. Die gerade Linie bn’ ist 
alsdann eine neue Tangente der verlangten Curve. 

76. Die Aufgabe, einen Ort zweiter Classe zu beschreiben, der 
mit zwei gegebenen dieselben vier, reellen oder imaginären, gemeinschaft- 
lichen Tangenten hat und eine gegebene gerade Linie berührt, hat immer 
eine einzige reelle Auflösung. Wenn insbesondere die gegebene gerade 
Linie durch zwei Durchschnitte der gemeinschaftlichen Tangenten der bei- 
den gegebenen Curven geht, so ist der verlangte Ort kein anderer, als 
zwei Puncie dieser Linie oder diese Linie selbst, je nachdem jene beiden 
Tangenten -Durchschnitte reell oder imaginär sind, und es giebt also keine 
andere Tangenten des verlangten Ortes als die gegebene Linie selbst. Hier- 
nach ergiebt sich folgende characteristische Eigenschaft einer solchen Linie. 

Wenn man voneinembeliebigenPuncte einer derjenigen 
geraden Linien, welche zweiDurchschnitte der vier gemein- 
schaftlichen Tangenten irgend zweier Curven zweiter Classe 
enthalten, zwei Tangenten an die eine Curve legt, und von 
einem andern Punete derselben geraden Linie zwei Tangen- 
ten an die andere Gurve; und man legt endlich von zwei ge- 
oenüberliegenden Durchschnittspunecten dieser beiden Tan- 
senten-Paare noch zwei Tangenten an jede der beiden Gur- 
ven; so schneiden sich diese zweimal zweiTangenten in zwei 
neuen Puncten derselben geraden Linie. 

Durch diesen ersten Aufsatz „über eine neue Art Curven durch 
Gleichungen darzustellen,” in welchen ich nicht über gewisse Grenzen hin- 
ausschen wollte, ist der Weg zu allgemeinern Untersuchungen angezeigt. 

Bonn, un October 1829 *). 


*, Der gegenwärlige Aufsatz enthält Vorbereitungen zu denjenigen Arbeiten über 


diesen Gegenstand, die der Herr Verfasser in dem unter der Presse befindlichen zwei- 
ten Bande seiner „„Analytisch - geometrischen Entwickelungen” zu liefern im Begriff ist. 
Anın. d. Herausg. 
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14. 


Bemerkungen über höhere Arithmetik. 


(Von Herrm Dr. Stern, Universitäts - Docenten zu Göttingen. ) 


Die folgenden Bemerkungen beziehen sich fast alle auf Untersuchungen, 
die man in dem berühmten Werke „Disyuisitiones arithmeticae” von 
Gaufs findet. Ich werde daher, diese Untersuchungen als bekannt vor- 
aussetzend, im Folgenden blofs die Stellen dieses Werkes, auf die ich mich 
jedesmal beziehe, andeuten. 
i. 

Es sei g eine Zahl, die zur Potenz d gehört, d. h. deren dte Po- 
tenz die niedrigste ist, welche für den mod. p (unter p verstehe ich im- 
mer eine Primzahl) der Einheit congruent ist. Hat die Periode dieser Zahl 
eine unpaare Anzahl von Gliedern, so kann man diese, wenn man das 
erste Glied «@ —=1 wegläfst, paarweise so ordnen, dals das Product eines 
jeden Paars =1(mod.p) ist. Hat sie aber eine paare Anzahl von Glie- 
dern, so kann man, wenn das erste Glied a’ = 1 und das mittlere 


Fa = — 1 weggelassen werden, die übrigen wieder auf die angegebene 
Weise ordnen (vergl. Disg. arithm. art. 15.). 

Im ersten Falle kann man immer zwei Glieder  multiplicir en, die 
die Form a”, haben, also ist ihr Product = =1 (mod. p). Im 
zweiten Falle ist, wenn ist, auch d— m für alle übrigen 
Werthe von m ist d—m Zm; also entspricht jedem Gliede a” ein ande- 
res von ihm verschiedenes a", so dafs ihr Product =1 ist. 

Für den mod, 23 gehört die Zahl 2 zur 1I1ten Potenz, und ihre 
Periode besteht aus den Gliedern 1, 2, 4, 8, 16, 9, 18, 13, 3, 6, 12, 
Hier ist: 2.2=1, 4.6=1, 8,3 =1, 16.15=1, 9. 18=1. Für den 
mod. 41 gehört 2 zur 20sten Potenz, und die Periode besteht, in diesem 
Falle, aus den Gliedern 1, 2, 4, 8, 16, 32, 23, 5, 10, 20, 40, 39, 37, 33, 
25, 9, 18, 36, 31, 21. Hier ist 2.11=1, 4.31=1 u. s. w. 


2. 
ist m Primzahl zu d, so ist auch, wie sich leicht beweisen Lülst, 
d—m Primzahl zu d, folglich gehören «” und a°”” zur Potenz d (Disg. 
Grelle's Journal d. M. VI. Bd. 2, Hit. 20 


Fi 
Er 
4 
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erıthm. art. 53.). Hieraus erhält man folgendes Theorem. Das Pro- 
duct aller Zahlen, die für den mod.p zur Potenz d gehören, 
ist =1, und zwar kann man diese Zahlen paarweise so ord- 
nen, dafs das Product eines jeden Paars =1 ist. Es versteht 
sich von selbst, dafs die Fälle d=1,d=2 ausgenommen sind. Einen 
einzelnen Fall dieses Theorems findet man in Disg. arıthm. art. 80. 


3. 

Wenn für den mod. p die Zahl x zur Potenz 4, die Zahl y zur 
Potenz B gehört, so gehört die Zahl xy zur Potenz AB, wenn A und B 
Primzahlen zu einander sind, 

seien unter sich verschiedene Primzahlen. Da er 1 (mod, p) und 


a 
(mod, p) ist, so ist auch (ey)? ==1(mod.p). 
Gehörte xy zu einer Potenz s die kleiner als AB wäre, so mülste noth- 


p a” 


wendig s= 0”, b".... und a. 0”. ein Fac- 

tor von . ... sein, also wenigstens eine der Zalılen 


73 11777 Pro 
b 


z.B. ; ‚„ man erhebe die Zahl ....a 


Au 
tenz 


Po- 


[7777 1277 Pr 


a. 


+z=1, folg- 


ist. Da aber 


lich auch x* =1, weil y 


kein Multiplum von «°. ist, so kann auch x° “ nicht 


—1 sein, also müßste sein die Voraussetzung, 
’ 


Hieraus folgt, dafs, wenn überhaupt 2 Zahlen zu z verschiedenen 
Exponenten gehören, die alle unter sich Primzahlen sind, alsdann das Pro- 
duet dieser Zahlen zu einem Exponenten gehört, der dem Produete der 

zu 1, 


so dafs x, y, resp. zu den Exponenten a«*, 
unter sich verschiedene Primzahlen bedeuten, so gehört xy zum Expo- 
nenten a“, folglich zys zum Exponenten «“, 
Diese Bemerkung führt zu folgendem 
Theorem: 
Die Summe aller Zahlen, die zur Potenz d gehören, ist 
entweder =0(mod,p) (wenn d durch ein Quadrat dividirbar ist) oder 


gleich ist. Man habe z.B. "=1, 


ß 


ad 
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= +1(mod.p) (wenn d ein Product aus unter sich verschiedenen Prim- 
zahlen ist), und zwar mufs das positive oder negative Zeichen genommen 
werden, je nachdem die Anzahl dieser Primzahlen paar oder unpaar ist. 
Einen einzelnen Fall dieses Theorems findet man in Disg. arithm. art. 81. 
Der dort gegebene Beweis lälst sich ohne Mühe auch auf den allgemeine- 
ren Satz ausdehnen, und ich übergehe ihn daher der Kürze halber. 


4, 


Gehört die Zahl @ zu einer unpaaren Potenz d, so kann in ihrer 
Periode nicht zugieich 2 und a— m vorkommen, wenn der mod, = p ist. 
Denn es sei = m, 0"=—m, so wird und ea 1—a”")=0, 
oder a” (1—a!”")=0, je nachdem oder </ ist, also im ersten 
Falle ==1, welches unmöglich ist, da a— ist, und also 2(2 
kein Multiplum von d sein kann. Eben so unmöglich ist, im zweiten Falle, 
die Congruenz = 1, Da 1 in jeder Periode vorkommt, so kann 


p—i nie in der Periode einer Zahl vorkommen, die zum Exponenten 
2n-+-1 gehört. 


5, 


Kommen die Zahlen d, ce in der Periode einer Zahl «@ vor, so kommt 
auch ihr Product, oder dessen Rest (wenn es >p ist), darin vor. Dies 
versteht sich von selbst. Kommt 2 in der Periode der Zahl « vor, und 
e nicht, so kann auch be nicht darin vorkommen. Denn es gehöre @ zur 
Potenz d, so ist, nach der Voraussetzung 2’ =1, wäre auch = 1, so 
mülfste c'=1 sein, gegen die Voraussetzung. Ist und «a eine 
Zahl die zur Potenz r gehört, so mufs das Product zweier Zahlen c, d, 
die nicht in der Periode der Zahl @a vorkommen, in dieser Periode vor- 
kommen. Die Zahlen c, d müssen zu Exponenten r, s resp. sehören, 
die Factoren von und nicht Factoren von n sind, da "=1, — 
ist (Disg. arithm. art. 50.); ist nun In und sinde,b..., 
unpaare, unter sich verschiedene Primzahlen, so mußs r = .., 


. a, Pr 2777 Br 
weil DER, unpaare Zahlen sind, auch 


folglich (cd? (ed 


= 


20 * 


r 
A 
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6. 

Wenn man alle Zahlen von 1 bis 7>—1 incl. zur nten Potenz er- 
hebt, die dadurch entstehenden Zahlen durch p dividirt und die Reste 
nimmt, so heifsen diese letzteren, Reste der zten Potenz, die übrigen Zah- 
len, die <p sind, Nichtreste der zten Potenz. Will man die Anzahl der 
unter sich verschiedenen Zahlen wissen, die unter den Resten enthalten 
sind, so muls man drei Fälle unterscheiden. 

1. Ist » Primzahl zu p—1, so giebt es p—1 verschiedene Reste. 

Gäbe es zwei Zahlen so beschaffen, dafs = 5" wäre, so 
hätte man auch, wenn die Zahl e zur Potenz p—1 gehörte, zwei Zahlen 
e”, die resp. =a, wären, also e"=e""t) und e"==1; da 
aber n zu p—1 Primzahl ist, so mülste e" zur p—-iten Potenz gehören, 
und es kann daher nicht (e")' =1 sein, da e immer <p genommen 
werden kann. Man kann also sagen, dals, wenn 2 zu p—1 Primzahl ist, 
die Reste der zten Potenz identisch sind mit den Zahlen, die in der Pe- 


viode einer Zahl vorkommen, welche zur ap— Iten Potenz gehört. 


—1 
IH. Ist 2 ein Factor von p—1, so giebt es —— verschiedene Reste, 


und zwar kommt jeder Rest 2 mal vor. Sucht man z. B. die Reste der 
4ten Potenz für den mod, 13, so findet man die Zahlen: 1, 3, 3, 9, 1, 9, 

Gehört die Zahl @ zur Potenz BZ“, so kann man (nach Disg. arıthm. 


art. 71.) immer eine Zahl e finden, die zur Potenz p—1 gehört, und de- 
ren nte Potenz =a ist. Da also @==e*” ist, so sind die in der Periode 
von a enthaltenen Zahlen, die alle unter sich verschieden sind, und de- 


—1. . 
ren Anzahl = ist, resp. congruent mit (e?)", (e’)” u.s. w. Es giebt also 


in jedem Falle wenigstens E— verschiedene Reste der nten Potenz. Mehr 


als diese kann es nicht geben, Denn da für jede Zahl 7, P===1 (mod, pP) 


ist, so ist (”)" =1, also die nte Potenz jeder Zahl, oder deren Rest, 


in der Periode von « enthalten. Jede der p—1 Zahlen, die zur Potenz 
n erhoben werden sollen, ist congruent mit einer Potenz von e, äber 


(. ; also kommt jeder Rest z mal 


vor. Man kann daher sagen, dafs, wenn 2 ein Factor von »—1 ist, die 
unter sich verschiedenen Reste der Potenz r identisch sind mit den Zah- 
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len, die in der Periode einer Zahl vorkommen, welche zur Potenz I 


gehört. 

IN. Ist z=ebdb, p—1=aec, und sind b, ce unter sich Primzahlen, 
so giebt es c verschiedene Reste der Potenz z, und jeder dieser Reste 
kommt malvor. It. c=5, so sind die Reste: 1, 
5,4, 3, 9, 9, 3, 4 5, 1. 

Denn, erhebt man zuerst alle Zahlen von 1 bis y—1 inc. zur Po- 
tenz 0, so erhält man (nach II.) ce verschiedene Werthe, die mit den Zah- 
len identisch sind, welche die Periode einer zur Potenz e gehörenden Zahl 
4 ausmachen; erhebt man alle Zahlen dieser Periode zur Potenz 5, so 
erhält man dieselben Reste, als wenn man alle Zahlen von 1 bis y—1 
incl. zur Potenz «@b erhöbe; diese Reste müssen aber alle unter sich ver- 
schieden und folglich = ec sein. Denn da 5 zu c Primzahl ist, so gehört 
A’ zur Potenz e, wäre aber die Potenz 5 zweier Zahlen 4”, At, die 
in der Periode von A vorkommen, congruent, also (AP)" — (4°)"7, so 
wäre (4) = 1, welches unmöglich ist, da 2 immer <p—1 genommen 
werden kann. Will man daher die Reste der Potenz ab wissen, so 
braucht man nur die der Potenz @ zu suchen, oder die Reste der Potenz 
ab sind identisch mit den Zahlen, welche die Periode einer zur Potenz ce 
gehörenden Zahl ausmachen, wenn p—1=ec ist und b, ce unter sich 
Primzahlen sind. 


Te 
Aus 5. und 6. folgen mehrere Theoreme. 

@) Das Product zweier Reste der Potenz 2 ist wieder ein Rest 
dieser Potenz. Das Product eines Restes und eines Nichtrestes der Po- 
tenz m ist ein Nichtrest dieser Potenz. Für die zweite Potenz ist das 
Product zweier Nichtreste ein Rest dieser Potenz. 

ß) It p=mn-1, so muls, wenn «@ ein Rest der Potenz n sein 
soll, =1 sein: ist n=?, so ist in jedem Falle = 1, also 1 
oder =—1, je nachdem g ein Rest oder Nichtrest der 2ten Potenz ist 
(vergl. Disg. arithm. art. 106.). 

y) Es sei 2 eine unpaare Zahl. Da p—1 immer eine paare Zahl 
ist, so sind die Reste der Potenz r identisch mit den Gliedern der Pe- 
viode einer Zahl 4, die zu einer paaren Potenz, z.B. zu 27, gehört, folg- 
lich, da d'= — 1 ist, so ist in diesem Falle —1 immer ein Rest der Po- 


4 
2 
4 
3 
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tenz n. Ist aber 2 eine paare Zahl =Y.M, p—1=?”'N\, und M, N sind 
unpaare Zahlen, so ist —1 ein Rest oder Nichtrest der Potenz z, p, nach- 
dem s größer oder nicht größer als r ist. Dieses Resultat kann man 
auch auf folgende Weise aussprechen: Ist z eine unpaare Zahl, so ist die 
Congruenz &"=—-1 (mod. p) immer auflösbar, und zwar hat x nur einen 
Werth der <p ist, wenn 2 zu >—1 Primzahl ist, 2 Werthe, wenn z 
ein Faetor von p—1 ist, und «@ Werthe, wenn z=ab, p—1=ac, und 
a der gröfste gemeinschaftliche Factor der Zahlen n, p—1 ist. Ist aber 
n eine paare Zahl, so ist die Congruenz x&" = —-1 nur dann auflösbar, 
wenn in p—1 der Factor 2? zu einer höheren Potenz erhoben vorkommt 
als in 2; im entgegengesetzten Falle ist sie unauflösbar. 


8. 

Das Product der unter sich verschiedenen Reste der 
Potenz r ist = +1, und zwar immer = —1, wenn n eine unpaare Zahl 
ists ist aber M, p—1=%'N, und sind M, N unpaare Zahlen, so 
ist das Produet =—1, oder =--1, je nachdem s gröfser oder nicht 
gröfser als r ist. Dies folgt aus 1. und 6. 

9. 


Die Summe der Reste der rzten Potenz ist =0 (mod. p). 


Ausgenommen ist der Fall z=p—-1, weil alsdann alle Reste = 1 
sind. (Nach Disg. erithm. art. 79.) 


10. 

Es ist bekannt, dafs es nur in wenigen Fällen möglich ist, die pri- 
mitiven Wurzeln direet zu bestimmen (vergl. Disy. arithm. art.73.). Dies 
ist aber sehr häufig möglich, wenn y—1=2.0.b.c.... ist, und 0, b, Ce... 
unter sich verschiedene unpaare Primzahlen bedeuten. Man nehme eine 
beliebige Zahl, z. B. 2, erhebe diese zur Potenz 2be...., und es sei 


r—ı 

Pe m (mod.p), eben so sei 2? =n(mod.p), 2° =1 (mod.p), u. s. w. 
Ist nun keine der Zahlen m, n,2....=1, so ist das Produet (p—1)mın.l...., 
oder dessen Rest nach dem mod. p eine primitive Wurzel. 


Nach 6. II. kommt m in der Periode einer Zahl d vor, die zur 
Potenz « gehört, und gehört selbst zur Potenz a (da @ eine Primzahl ist), 
wenn nicht m =d”, d.h. =1 ist. Unter derselben Bedingung gehört 
zur Potenz g, ? zur Potenz r w s.w.; p—1 aber gehört zur zweiten Po- 
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tenz, folglich (p—1)m.n.l...., oder dessen Rest, zur Potenz 2.0.5.C.:.». 
—=p—1 (nach 3.). Sucht man eine primitive Wurzel für den mod. 211, 
so ist 2.3.5.7, ”=17, und 
171.184.196 . 210 = — 40.— 27. — 15. — 1 164, 

Ist eine der Zahlen 2, n,/,....=1, z.B. die Zahl m, so nehme 
man nur statt 9°“ eine andere Zahl, z.B. 3°“; ist auch diese = 1, so 
nehme man 5°“ und fahre so fort bis man eine Primzahl A findet, de- 
ven 2be....te Potenz nicht =1 ist, und substituire diese oder ihren Rest 
statt zn in das Product. 

It p—1=7. a‘. und sind @,b,c.... unpaare, unter sich 
verschiedene Primzahlen, so kann man in jedem Falle durch ein dem obigen 
ähnliches Verfahren eine Zahl finden, die zur Potenz 2.a.b.c.... g& 
hört, und auch dies ist beim Aufsuchen der primitiven Wurzeln von Nutzen. 

il. 

Ist p=29+1, und g eine unpaare Primzahl, so ist 2 oder —?2 
eine primitive Wurzel, je nachdem oder ist. Denn 
eine Zahl a kann für den p nur zur Iten, 2ten, gten oder 2gten 
Potenz gehören; nun gehört (nach Disy. arithm. art. 112. 115.) für 

—=8n+3 die Zahl 2, und für ay=8r2-4-7 die Zahl —2 nicht zur Po- 
tenz 9, ferner sind 2°” und (—2)” nur für den znod.3, =1, also gehört 
2 oder zur Potenz 29, je nachdem p=8r+3 oder 82 +7 ist. 

Ist = 49-41 und 9 eine Primzahl, so kaun eine Zahl a für die- 
sen znod. nur zu einer der Potenzen 1, 2, 4, 9, 29, &g gehören, Nach 
Disg. arithm. ort. 112. gehört +2 weder zur Potenz g noch zur Potenz 
29, zur Potenz 2 gehört nur p—1, und da (+2)'= 16 ist, so gehört +? 
nur für den nod.5 zur Potenz 4, also ist für jeden zod,p=49-+1, 
sowohl +2 als —? eine primitive Wurzel, 

Es lassen sich sehr leicht auf diesem Wege noch andere Fälle fin- 
den, in weichen man eine primitive Wurzel direct bestimmen kann. So 
z.B. ist (nach Disg. arithm. art. 118.), wenn p=12n +5 ist, +3 ein 
Nichtrest der 2ten Potenz; ist nun und eine 
Primzabl =g9, so kann +3 nur zu einer der Potenzen 4, 49 gehören; 
da nun 3*==81 ist, so ist für alle Zahlen p=49 +1, die >Si sind, so- 
wohl +3 als —3 eine primitive Wurzel; Zahlen, die <S1 sind, giebt 
es nur drei der angegebenen Form, 5, 29, 53, und auch für diese ge- 
hören +3 zur Potenz 49. 


4 
| 
| 
| 
a 
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12. 

Will man über die Theorie der eubischen Reste oder der Reste 
der 3ten Potenz Untersuchungen anstellen, so mufs man (nach 6.) bei 
den zmodd, zwei Classen unterscheiden; zur ersten Classe gehören die 
modd, p=3n--2, und für diese ist jede Zahl <p ein Rest, zur ande- 
ren Classe gehören die modd, p=3n-+1, für welche es immer z un- 
ter sich verschiedene Reste der 3ten Potenz giebt. Ich werde im Fol- 
genden unter p immer eine Zahl der zweiten Classe verstehen. 

Da in der Form p=3n-+1, n eine paare Zahl ist, so folgt aus 8. dafs 

—1 für jeden mod.p ein ceubischer Rest ist, 
und aus 7. &), dals überhaupt, wenn » ein eubischer Rest ist, auch — a 
ein solcher ist, 
135. 

Sucht man die Zahlen p, für welche +2 ein cubischer Rest ist, 
so findet man, dafs unter den Zahlen 7, 13, 19, 31, 37, 43, 61, 67, 75, 
79, 97, 103, 109, 127, 139, 151 folgende: 31, 43, 109, 127, diese Ei- 
genschaft haben, und man entdeckt bald durch Induction, wodurch sich 
tetztere Zahlen von den übrigen unterscheiden, Es ist bekannt, dafs jede 
Primzahl von der Form 32--1 unter die Form @’-+35* gebracht wer- 
den kann, und zwar nur auf Eine Weise (Disg. arithm. art. 182.). Wen- 
det man dieses auf die oben angegebenen Zahlen an, so findet man: 
3=1+327, 9=2#+31, 11 =9°+3.3’, 7=5°+3.2°, 
97 —=7’-+3.4, 1093 —=10°+3.1, 109=14+3.6°%, 127 =10°+3.3°, 
139=8"+3.5°%, 151=2°+3.7°, und man bemerkt sogleich, dals bei 
den Zahlen 31, 45, 109, 127, und bei keiner der übrigen Zahlen, = 3m 
ist. Ich werde nun beweisen *), das +2 immer ein cubischer Rest 
ist, wenn p=a’-+50’, und b=3m ist, mit anderen Worten, wenn 
p=«@+27m? ist; im entgegengesetzten Falle kann +? kein 
ceubischer Rest sein. 

Wenn g eine Zahl ist, die zur Potenz 3 gehört, so sind die cu- 
bischen Reste resp. congruent mit den Zahlen 
(nach 6. 11.), der Inbegriif dieser Zahlen heifse die Glasse 4. Multi- 


*) Der folgende Beweis ist eine blofse Anwendung der Principien, die Gauls 
in seiner Abhandlung „De residuis biquadraticis’’ (Comm. soc. Gott. rec. Vol. VI.) 
gegeben hat. Man vergleiche auch Disg. arithm. art. 358. 


& 
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plieirt man alle Glieder der Classe 4 mit g, so erhält man die Zahlen: 
2, 2% 2... g°"5 der Inbegriff dieser Zahlen heifse die Classe B. 
Multiplieirt man alle Glieder der Classe DB mit g, so erhält man die Zah- 
len g%, . . deren Inbegriff die Classe heilsen möge, Be- 
zeichnet man nun unbestimmte Zahlen aus der Classe 4, durch &, «‘, 


etc., und eben so durch £, ete., Y, ete. unbestimmte 
Zahlen aus den Classen PB, C resp., so ist klar, dafs für den mod, p 


14. 


Die Menge der Zahlen aus der Classe 4, welchen unmittelbar eine 
Zahl aus der Classe 4, D, € folgt, soll durch (#4), (AB), (40) resp. 
bezeichnet werden; eben so soll (BA), (BB), (BC) dieMenge der Zahlen 
aus der Classe B bezeichnen, welchen eine Zahl aus der Classe -1, D, € resp. 
unmittelbar folgt, und man sieht hieraus teicht, was durch (C.4), (CB), (CC) 
ausgedrückt werden soll. Behält man die in 13. angegebene Bezeichnung 
bei, so bezeichnet (44) die Menge der Auflösungen, welche die Gleichung 
zulüfst. Da aber und nach 12. immer zu derselben 
Classe 4 gehören, so kann man sagen, 44 bezeichne die Menge der Auf- 
lösungen , welche die Gleichung &+1= p—«‘ oder die Congruenz 
ae +i==0 (inod.p) zulälst. Eben so bezeichnet (ZB), (4C) die Menge 
der Auflösungen, welche die Congruenz 1+2. =0, 1+e 
resp. zuläfst. Sucht man eben so was (BA), (CB), (CA) bezeichnet, so 
findet man sogleich (AB) = (BA), (46)= (04), (BO)=(CB). 


(BB) ist die Menge der Auflösungen, welche die Congruenz 
1+L+-P’=0 (mod.p) zuläßst. Man suche eine Zahl z, welche der 
Congruenz Bm =1 (mod. p) Genüge leistet (2 mufs nach 13. sein), 
und setze ß'y=e«'', so hat die Congruenz 1-B +P’=0 eben so viel 
Auflösungen wie die Congruenz y+1l-+-.’=0, also ist (BD)= (40), 
Eben so findet man (CC) = (AB). 


Auf diese Weise sind die neun Gröfßsen (44), (ZB), (40), (B4) etc. 
auf vier (44), (AB), (AC), (BC) zurückgeführt. 


Auf jede der in der Classe 4 enthaltenen Zahlen, »—1 ausgenom- 
men, muls eine Zahl aus einer der Classen 4, B, C folgen, also ist 
(4A) + (AB) + (40) = n—1, 
Crelie's Jonenal d. M. VL. Bd. 2. 21 


% 
| 

| 
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Eben so ist (BA)+ (BB) + (BC) = (AB) +(AOD)+(BO)=n, und 
daher (BO) — (44) = 1. 

15. 

Eine andere Gleichung erhält man, wenn man die Menge der Auf- 
lösungen sucht, welche die Congruenz 1 +y=0 zuläßt (wo 
2, y dasselbe wie in 13. bezeichnen). 1-4. ist nothwendig entweder 
= @', oder =ß‘, oder =Yy’. Man muls daher untersuchen, wie viel Auf- 
lösungen die Congruenzen +-y=0, 
zulassen, um die Anzahl der Werthe zu finden, welche der Congruenz 
1+2+-ß--y=0 Genüge leisten. Die Congruenz «+ß-+y==0 kann 
auf eben so Arten aulgelöst werden, wie die Congruenz 
{wem B=a'ß‘/, y=a'y‘ gesetzt wird), d.h. sie hat (BC) verschiedene 
tullösungen. Die Congruenz ß'+ß+yY==0 hat eben so viel Auflösun- 
sen wie die Gongruenz a+-ß=0, d.h. sie hat (ZB) verschiedene 
Auflösungen (wenn Pea=Pß, P'B=Yy gesetzt wird). Eben so findet man, 
dafs die Congruenz Y+-ß-+Yy==0, (BC) verschiedene Auflösungen hat. 
Da aber die Gongruenzen a+-1=y‘, (44), (IB), 
Auflösungen resp. haben, so hat die Congruenz +y=0, 
AA)(BO) + + (40)” verschiedene Auflösungen. Die Anzahl der 
Auflösungen der Congruenz 1-2 +ß-+yY==0 kann man aber auch erhal- 
ten, wenn man 1--ß successiv =«, =ß', =y’ setzt, und dann unter- 
sucht, auf wie viel Arten die Congruenzen te +y=0, P+e+y==0, 
yLa+-y==0 aufgelöst werden können. Auf diesem Wege findet man, 
dafs die Congruenz 1-2 +2? +y=0, 
Auflösungen hat, folglich ist 

(44) (BO) + (46)° = (40) (BC) + (AB)(BC) + (AB)(A0). 

Substituirt man für 24 seinen Werth BC—1, so geht die obige 

Gleichung in folgende über: 
+ (10)’— (AU) (BC) — (AB) (BC)—(AB)(40) =BC, oder 
— 36[(BO’+ + (A0°— (46)(BO)—(AB)(40)— (BO)] 
— +4, 
da AB+-AC+HbC=n ist, 
1274-4 (6BO—3 AB—3 AC— (AB— P+Y7 0, 
wenn man (6 BC —3 4B—3AC—?2) +P, 
(AB— 40) +0 


2 
7 
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setzt. Da aber, wie sich leicht beweisen fälst, 192 +4 nur auf eine Weis 

unter die Form g?°-++- 27h? gebracht werden kann, so sind P? und 0° be- 
stimnite Zahlen. Nimmt man keine Rücksicht auf die Zeichen von P und 
O0, so kann man die vier Größen (44), (4B), (40), (BC) aus den vier 
Gleichungen (44) + (AB) 4.40) = n—1, = n, 
6(BC)—3(4B)— 3(A0)-—-I=P, (AB)— (40) = 0 bestimmen, und 


zwar ist 18/ FA) —= 2P—14 +4 6n, 
1B) = 6n— 2+90-—-P, 
15 (46) —=6bn— 2 
IS(BO) = 2 P+ 4-62. 
16. 


Die Zahlen P und Q sind nothwendig entweder beide paar oder beid: 
unpaar; im ersten Falle kann immer unter die Form 27 zu“ 
gebracht werden (indem mau « =;, m = setzt), im zweiten Fall 
niemals (weil sonst 132 +4 auf zwei Ärten durch die Form RE 
ausgedrückt werden könnte). Aus der Gleichhing P—7-+3n 
folet, dals (-f4) paar oder unpaar ist, je nachdem P unpaar oder paar ist, 
da 2 immer paar ist. Sind aber die Zahlen & und &--1 in der Classe 4 


enthalten, so sind auch y„—a, p—«—1 in dieser Classe enthalten, also 


ist (4.4) immer eine paare Zahl, ausgenommen wenn am ist: ın 
diesem letzteren Faile gehört aber nothwendig auch 2 zur Ulasse 4, folr- 
lich ist (#4) unpaar oder paar, je nachdem 2 in der Classe 4 oder 1: 
einer der andern Classen enthalten ist, und umgekehrt: die Zahl 2 ist 
also ein cubischer Rest oder Nichtrest, je nachdem > in der 
Form «+27 m? enthalten oder nicht enthalten ist, oder: wenn 
so ist ein eubischer Rest oder Nichtrest, je 
nachdem die Zahlen g, #4 paar oder unpaar sind. Da S eine Cu- 
bikzahl ist, so ist 4 immer zugleich mit 2 ein eubischer Rest oder Nicht- 
rest (nach 7. 4.). 


17. 
Es seien Y unbestimmte Zahlen aus den Classen B, C resp., 
so (mod. p); ist ferner ==f, so ist 


Substituirt man in dem Ausdrucke Z(@’+1)° für x alle ganze Zah- 
21° 


| 
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len von 1 bis t incl,, so ist 


—4=6(44) +6f(4B)+6?(46) (mod. p)?). 
Es ist aber oder, da nicht der Einheit gleich 
sein kann und =1 ist, 1+f+f’=0 (mod.p), also = —(1+f); 
setzt man daher in die obige Formel —(1+f) für f*, und substitvirt zu- 


gleich für (4A), (AB), (AC) die in 15. gefundenen Werthe, so erhält man 
also 


2(p—r) 
Ferner ist =—?—R, wo R den Binomial-Coefh- 


eienten des Gliedes bedeutet, in dem xz?’” vorkommt. Man hat daher 
— und erhält hieraus durch Sub- 
stitution, —4— R=P—4—30—6fQ=P—4-+P, P=—R. 

Wahrscheinlich ist es möglich, auf eine ähnliche Weise auch O auf 
direetem Wege zu bestimmen, jedoch ist es mir noch nieht gelungen, den 
Ausdruck dafür zu finden, 


Aus Z 3(AA) + Tolgt: 
(24 1)" 3(44) + 3(4B) + 3(4C). 
Entwickelt man aber (=’+1)"” nach der Binomialformel, so haben die 
zwei Glieder, in welchen x?” und x”? vorkommt, gleiche Binomial- 
Coöffieienten. Setzt man diesen Coefficienten = 7), so ist 


+" = —2—27 und 
— =3(44) +3(4B)+3(AC)=3n—3 (nach 14.), 
folglich 2—27=0, und T=1 (mol.p). 
18. 


Wenn 4» = g?-+27h” ist, so sind die Zahlen g, h entweder beide 


cubische Reste oder beide ceubische Nichtreste der Zahl p. Denn es ist 
(—3).h’, oder (mod.p); 


aber (—3)° ist =1 (mod. p) (Disy. arithm. art.119.), g’=h’. 
Ist daher eine der Zahlen g, 4, z.B. g, ein cubischer Rest der Zahl >», 


so ist 2° —1, und daher auch ==1, oder ein ceubischer Rest der 
Zahl ». 


*) Man vergleiche die oben angeführte Abhandlung De resid. big. art,19. 
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15. 
Bemerkung über die Abwickelung krummer Linien 


von Flächen. 
(Von Herrn Dr. Minding zu Berlin. ) 


Di Gröfse —;-, welche im Sinne der in dem Aufsatze 22. des vorigen 


Bandes gebrauchten Bezeichnung den umgekehrten Werth des Krum- 
mungshalbmessers g einer auf die Ebene abgewickelten Curve bezeichnet, 
läfst sich auf ähnliche Weise allgemein ausdrücken, wie das Maals der 
(mensura curvaturae) in den Disguisitiones generales circa superficies 
curvas von Gaufs dargestellt wird. Setzt man nemlich, wie in dieser 
Abhandlung geschieht: 
indem man die Coordinaten x, y, z als gegebene Funetionen zweier Ver- 
änderlichen p und 9 ansieht; Terner: 
so hängt g von den Grölsen E, F, G, und ihren Differentialen, so wie von 


dp d’p 


Differentialquotienten ab, welche durch die Gleichung der 


Curve bestimmt werden. 
Ist die Differentialgleichung der Fläche: 
Xde+Ydy+Zdz = 0, 
so erhält man: 
X:Y:Z = cl’ ab‘, 
mithin für die Tangential- Ebene: 
Für die anschlielsende Ebene hat man: 
Ax+-By+C:+ß=0, 
wo A=dzdy—dyd’z, 
Drückt man nun die Goordinaten durch p und 9 aus, so erhält man: 
+ + (eb’— be) 
+(adc+ a’ de—cda'— c'da)dpdg + 
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= (bda—adb)dp+ 
+ 
Mit Hülfe dieser Ausdrücke erhält man den Zähler Z von cos:: 
L = —be)A+ (ac—ca)B+ be—ub)C 
‚(Ed—Fa)da + (EV— Fb)db + (Ec—Feoydeldp 
(+ (Ea—Fe)da’+ (F 
+ (EU 
(Ei—F (Fe—Goe)de 
(EG—IF)(dpd’g—dgd’p). 


Nun hat man, vermöge der Bedeutung der Gröfsen «, b, c, a‘, b’, ec’: 


fe) 
da __ da db du’ de dc’ 
dg dp’ dg dp’ dyg dp? 
Woraus sich ergiebt: 
dE di 
- dg dg dp 
dG dF dE 
“ap dp 
Daher erhält man endlich für Z lolgenden Werth: 
1G dF dG dE 
1 dj da / / 
+ )(dpdog—dg dp 
Man hat nun Z 


V(EG—FF).V 40°)‘ 
Kerner hat man für den Krümmuneshalbmesser 


wo 
dP' = = da + dy di. 
cos; 1 


Lüßst man p und Polarcoordimnaten auf der Fläche bedeuten, setzt 


man nach den frühern Bezeichnungen 9 so erhält man: 


4 

! 

| 
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wenn man db =0 setzt. Ferner hat man: 


1 
Aus der Vergleichung dieser beiden Formen für = geht hervor, dafs man 
für eine Curve, deren Gleichung in dem Ausdrucke: s=const. enthalten 
ist, auch die folgende Relation hat: 

dy dz dy 1 
A) = 

Der auf der rechten Seite stehende Ausdruck enthält im Allgemeinen, 
aufser der veränderlichen Größe %, auch noch die Coordinaten des Mit- 
telpuncts der Curve, welche noch vermittelst der Gleichungen s = const. 
und ds=0 eliminirt werden mülsten, wenn (.2.) die allgemeine Differo- 
tialgleichung für eine Curve von constantem Radius auf der Fläche ser 
sollte. Die Grölsen &, ß, % fallen aber aus demselben von selbst hinweg aul 
denjenigen Flüchen, auf welchen das Maafs der Krümmung constant ist. 

Bezeichnet man dasselbe mit #, so lehrt der 19te $, der erwähn- 
ten Abhandlung von Gauls, dafs allgemein: 


d’op 
ds” + ko 


Die Function ® (welche dort mit m bezeichnet wird) muls so beschaffen 


de 
sein, dals für s=0, @=0 und F=1. Hieraus folgt, wern % constant 


ist, sinsy%, In diesem Falle geht also die Gleichung (4.) über in: 
dz 


vkeotsyk. 


Daher gilt auf diesen Flächen der Satz, welchen allgemein aufzu- 
stellen ich durch seine Voraussetzung verleitet ward, deren Grund man 
Seite 303. des vorigen Bandes kurz angedeutet findet. 

Berlin, im Mai 1830, 


dy dz | 
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16. 


Theorie der Potenzial- oder cyklisch-hyperbolischen 
Functionen. 


(Von Herrn Prof. Gudermann zu Cleve.) 
(Fortsetzung der Abhandlung No. 1. im vorigen Hefte.) 


Neunter Abschnitt. 
Vermittelung zwischen den hyperbolischen und cyklischen 
Functionen durch Longitudinalfunctionen. 
3 
Die Beziehungen unter den hyperbolischen Functionen eines und dessel- 
ben Arcus lassen sich in ähnlicher Weise, wie die Beziehungen unter den 
eyklischen Funetionen eines Arcus an einem ebenen Dreiecke nachweisen. 
Ks sei PC (Tal. Il. Fig. 20.) ein ebenes Dreieck, dessen Winkel durch 4, 
RB. € bezeichnet sein mögen; die Seiten heilsen «, 2, c, und zwar in der 
Ordnung, in welcher sie den ähnlich benannten Winkeln gegenüberliegen. 
Wäre nun etwa der Winkel C ein rechter, so wäre 


a b 
csA=— und tan A=—., 
c b 


Die drei eyklischen Funetionen sinf, cos-4, tangf wären also auf 


len Winkel 2, oder richtiger auf eine unbenannte Zahl als ihren ge- 
A.n 
180 


4 in Graden der alten Eintheilung angegeben wird, und durch 


meinschaftlichen Arcus bezogen, welche durch ausgedrückt wird, wenn 
An 
wenn 
der Winkel # in Graden der neuen Eintheilung gegeben ist. 

Man lasse nun aber einmal den Winkel C unbestimmt, damit er 
nicht gerade ein rechter sei, wnd denke sich einen von dem Winkel 4 in 
anderer Weise ebenfalls abhängenden YArcus x, auf welchen die hyperbo- 


‚jischen Funetionen bezogen werden sollen. Setzt man dann wieder: 


a b a 


und wird die Abhängigkeit des Arcusx vom Winkel 4 oder vom vorigen 
Arcus etwa durch x = 0-4 vorgestellt, so müssen den Beziehungen unter 
diesen drei hyperbolischen Funetionen "ie Beziehungen unter den Seiten 
und Winkeln des Dreiecks angemesse sein. 


> 
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hun ıst aber, wenn der Winkel C ein unbestimmter ist: 
a__sinA, b sn(A-+-C) sind 


ce sunC’ ce  sinC b — 
also bat man auch, wenn diese Werthe substituirt werden: 
sin A sin(A--C) sin 
Die eine zwischen den hyperbolischen Funectionen Statt findende Bezie- 
hung, Tanıx =, ist wie man sieht erfüllt, und es kommt also nur 


noch darauf an, dafs auch der Gleichung Gosx"— Sinz—=1 ein Genüge 
geschehe, und biernach muls also die Grölse des vorhin unbestimmten 
Winkels C bestimmt werden. Substituirt man in dieser Gleichung die 
Werthe (2.), so erhält man: 

sin (44 ©)’ — = sinC*. 

Da nun aber sin #—sinv =sin(w- v).sin(v»—v) ist, so verwandeii 
sich die gefundene Gleichung offenbar in sin(? C).snC = sin? 
[sin ©) —sinC].sinC = 

Ks ist daher entweder sinC=0 oder auch sin ?.£4+ C)—sinC=0. Die 
erste Voraussetzung giebt C=0 oder C=r und ist nicht zu gebrauchen, 
weil in jedem der beiden Fälle das Dreieck #BÜ in eine gerade Linie zu- 
sammenfallen würde. Die zweite Bestimmung sn? = sinC ist 
sleichgeltend mit 24 woraus 4 ‚un folgt. 

Die Seite BC des Dreiecks PC, welche bei der früheren Anwendung 
der eyklischen Functionen auf .2C senkrecht sein mufste, mufs also, wenn nun 
die hyperbolischen Functionen auf den Winkel 4 in der dureh die Gleichung 
x =—=@®A bestimmten Weise bezogen werden sollen, auf AD senkrecht sein. 


Wird weiter der Werth C= A in den Ausdrücken (2.) sub- 
stituirt, so erhält man: 


sın A | 
Sır = > tangf, 
sinC 

sind > 
Zanyr= sind. 


Die hyperbolischen Functionen eines Arcus sind also der Reihe nach 
gleich gewissen cyklischen Functionen eines Winkels 4, und es bleibt der 


Zusammenhang zwischen dem Arcusx und dem Arcus En welcher durch 


die Gleichung 2=9.4 angedeutet wurde, nur noch allein zu erforschen übrie. 
Crells’s Journal d. VI. Bd. 2. Hft. 22 


| | 
x 
> 
| 
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$. 36. 
Zu denselben Resultaten führen auch rein arithmetische Betrach- 
tungen. Die Function siny ist =0 für y=0 und nähert sich wach- 
send der Grenze Eins, wenn der Arwusy zwischen den Grenzen 0 und 


wächst; für y= „Ist sny=--1. Die hyperbolische Funetion Tang x 


ist auch Null für e=0 und nähert sich wachsend ebenfalls der Grenze 
Kins, nur dafs der Arcus = dabei ins Unendliche wächst. Geht man vom 
positiven Arcus zum negativen über, so werden beide Functionen negativ, 
ohne ihre absolute Gröfßse zu ändern. Daher wird es für jeden willkür- 
lich gewählten (möglichen) Werth von x allemal einen zwischen den Gren- 


st ST 


zen —— und + befindlichen Werth von y geben, der so beschaffen 


ist, dals er der Gleichung Tange = siny Genüge leistet. 

Unter der Voraussetzung aber, dafs x und Y solche zwei zusam- 
mengehörige Arcus sind, lassen sich auch die übrigen hyperbolischen Func- 
tionen des Arcus x durch eyklische Functionen des Arcus y ausdrücken. 


Da, um zu dem Cofinus überzugehen, 1— Tanga’ = ist, so hat man 


—— —=1—siny’= cosy’ undalso (osx = Da weiter Cosx. Tanga 


— Ginr, so hat man Sine = siny=tangy. 


cos y' 

Wenn man weiter die abgeleiteten Formeln, aus deren einer man 
immer die übrigen wird finden können, etwa in folgender Anordnung zu- 
sammenstellt: 


= tangy siny Tangr, 
1 1 
Eosx und ceosy 
= siny tangy = Gin, 


so sicht man, dafs der Übergang von den Functionen des Arcug x zu 
denen des Arcus y ähnlich ist dem Rückgange von diesen zu jenen; es 
kommen nemlich dabei immer dieselben Benennungen in Anwendung, nur 
dafs die Bezeichnung im einen Falle da durch deutsche Buchstaben aus- 
gedrückt wird, wo sie im anderen Falle gleichlautende lateinische Buch- 
staben enthält und durch sie auf die eyklischen Funetionen hinweiset. 
Wegen dieser Wechselbeziehung, welche dem Gedächtnisse nicht wenig 
zu Hülfe kommt, empfehlen sich «die aufgestellten Formeln als eben so 
viele Grundformeln. Da sie ferner sämmtlich aus einer hergeleitet sind, 
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so drücken sie auch alle denselben Zusammenhang zwischen den beiden 
Arcus x und y aus. Was noch mehr ist: wenn man eine einzive Zah- 
lencolumne anfertigte, aus der man für jeden willkürlich gewählten Werth 
von x den zugehörigen Werth von y entnehmen könnte, damm wären die 
sümmtlichen hyperbolischen Fımetionen auf eyklische und umgekehrt diese 
auf jene in ganz einfacher Weise zurückgebracht. 
$. 37. 

Da die Zahlen oder Yrcus x und y so von einander abhängen, dafs 
man die eine aus der anderen wird berechnen können, so erscheint x 
als eine Function von y und umgekehrt y als eine Function von v. ÖOb- 
eleich man diese Funetionen noch nicht in der zu ihrer Berechnung ge- 


g 
eigneten Gestalt kennt, so wird es dennoch gestattet sein, für die un- 
mittelbare Beziehung zwischen x und y in ihren beiden Wechselformen 
schon jetzt eine einfache Bezeichnung festzusetzen, welche später unver- 
ändert beibehalten werden soll. 

Da x und y XArcus bezeichnen, so mögen die Anfangsbuchstaben 
der Wörter „Länge” und „longitudo” allein jene Beziehungen ausdrücken, 


u zwar sel: 


In Ansvendung dieser Bezeichnungsart erscheinen die obigen Formeln in 
folgender Gestalt: 


1) Sink = tanglk, 9) sink = Tanık, 
2) ek = 6) cosk= 
37 sinlk, 7) tanek = 
4) Ctk= 8 cotk = 


Man wird aber nicht vergessen, dafs diese acht Formeln erst dann bei 
technungen in bestimmten Zahlen nützen können, wenn man die Func- 
tionen 2% und /%k, deren erste man die dem Arcus k zugehörige Länge- 
zahl, und deren zweite man die dem Arcus k zugehörige Longitudi- 
nalzahl nennen wird, so kennt, dafs man ihre Werthe für die einzelnen 
Werthe von k anzugeben vermag. Die Charactere ® und 2 können auch 
als Zeichen oder Andeutungen gewisser Operationen angesehen wrerden, 
durch welche man aus einem die Arcus 8% und 2% finden kann. 
Später wird bewiesen werden, dals das Zeichen £% eine Vergröfßserung. 


und dafs hingegen das Zeichen 7 eine Verkleinerung des Nuus k verlangt. 


| [3 
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Wenn man die Logarithmen durch die Vorsylbe log bezeichnet, so kön- 
nen die Functionen !k und 2% mit logk nicht verwechselt werden. 

Man übersieht auch schon jetzt leicht, dafs die so eben genannten 
beiden Operationen einander dergestalt entgegengesetzt sind, dals sie bei 
ihrem Zusammenkommen gegenseitig ihren Einflufs auf eine Zahl k ganz 
zernichten. Es ist immer; 


Lik = = 
Denn da nach den Fundamentalformen Gin® = tang/® ist, so setze man 
für und man erhält Sin&k=tang/%k; da aber Ein!k = tang!: 
ist, so ist auch tangk = tang/%%, oder einfacher !£k=k. Ehen so wird 
bewiesen, dafs 2/k=% sei. In ähnlicher Art beweiset man auch die bei- 


woraus man sicht, dafs man nur die Länge- oder Longitudinalzahlen der 


positiven XArcus zu berechnen hat: 
38, 
Nehmen wir die Gleichung Tang?k=sink vor, SO ziehen wir dar- 
aus durch Umkehrung: 


Arc (Zang = sink). 
. 1+: 
Nun ıst aber immer Arc (Tang= z) = log Ve) (nach $. 5.), also hat 


man auch: 
1 in k 


1—sink/ 
Dieser Ausdruck kann aber mehrfach umgeformt werden, nemlich: 


In der einfachsten Gestalt ist aber der Ausdruck 2% der folgende: 

= logtang} (Z+%). 
Wären also in den gewöhnlichen trigonometrischen Tafeln neben den brig- 
gischen Logarithmen der Tangenten und Cotangenten die natürlichen Loga- 
rithmen dieser eyklischen Functionen enthalten, so könnte man für jeden 
willkürlich gewählten Werth von % zwischen den Grenzen k=0 und 
= den zugehörigen Werth der Function £k aus einer solchen Ta- 


— 


>» 


belle fast oline alle Rechnung, etwa eine unbedeutende Interpolation zur 
Correction der letzten Zillern der Deeimalbrüche abgerechnet, entnehmen. 


4 
k 
1—tang 
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Da man die letzte Formel auch also ausdrücken kann: 
log tang 1 77) = %, 


so würde die so eingerichtete Tabelle auch dazu dienen, die einem gego- 
benen Yrcus k zugehörige Longitudinalzahl 2% mit gleicher Leichtigkeit zu 
finden. Es belohnt daher die Mühe, den gewöhnlichen trigonometrischen 
Tafeln noch die zweckmälsige Abänderung oder Erweiterung zu geben, 
dals in ihnen noch eine Zahlencolumne fortgeführt wird, welche für die 
einzelnen von Minute zu Minute wachsenden Werthe des Arcus oder Win- 
kels k die zugehörigen Werthe der Function 8%, und zwar den Werthen 
von k, logbrigg. sink, log brigg. tangk und log brigge. cot% gerade gegen- 
über, und also in einer und derselben Horizontalreihe mit ihnen beind- 
lich enthält. Eine also eingerichtete Tabelle hat einen doppelt so großen 
Werth als vorhin, indem sie nun auch zur bequemen Realisirung der 
Werthe der hyperbolischen Functionen dient, statt dals ihr Gebrauch frü- 
her blofs auf die Realisirung der eyklischen Functisnen beschränkt war. 
Wird nun z. B. die hyperbolische Function Tangk, oder vielmehr ihr 
briggischer Logarithme für einen gegebenen Werth von k gefordert, so 
wird man die Zahl k in der so eben beschriebenen Columne aufsuchen; 
ihr zur Seite steht dann der Winkel 2 in Graden und Minuten angege- 
ben, und in derselben Horizontalreihe steht nun zugleich log brigg. sin /% 
als Werth von log brigg. Tangk. 


$. 39. 

Eine soiche Abänderung der trisonometrischen Tafeln würde eine 
neue Ausgabe derselben nothwendig machen, statt dessen ist aber in den 
von dem Verfasser entworfenen eyklisch-hyberbolischen Tafeln eine Tabelle 
enthalten, welche für beide Kreis -Eintheilungen zu gebrauchen ist, und 
worin man für alle um eine Gentesimal-Minute wachsende Werthe des 
Winkels k zwischen den Grenzen k=0' und k= 100° (der neuen Ein- 
theilung) die zugehörigen Werthe der Function &% findet, und welche, da 
die Differenzen dieser Function bei einem Wachsen des Winkels k um eine 
Centesimal-Secunde, oder auch um eine Sexagesimal - Secunde darin eben- 
falls durchweg angegeben sind, in ähnlicher Art die Einschaltungen erleich- 
tert, wie die gemeinen trigonometrischen Tafeln. 

Wollte man z.B. die Werthe der hyperbolischen Functionen des 
Arus 1,9736427 berechnen, so würde man %%k = 1,9736427 setzen, und 


4 
2 
\ 
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k—=82'47'09",21+ nach der neuen, oder auch k = 74° 10°43, 785 nach 
der alten Eintheilung finden. Die beiden Rechnungen sind nemlich: 
Mit der Zahl £%k=1,9736477 stimmt der genannten Tabelle gemäfs 
am nächsten überein d. Zahl=1,9735896. 
Die Differenz ist . . . . 531. 
Zu der Zahl 1,9735896 gehört aber- als Winkel 8% 49° nach der neuen, 
oder 7# 10° 40°, 80 nach der alten Eintheilung. Zugleich werden die 
entsprechenden Ditferenzen aus der Tabelle für ein Wachsen des Winkels 


um eine RR abgelesen. Diese sind: 

57,63 für die neue, oder 177,87 für die alte Eintheilung. 
Die noch kinzukommenden Secunden werden durch Division gefunden, 
nemlich — 9,214 und —= 2,955. Also ist k= 87 4% +9", 214 


174 


== 42'709, 214 nach der neuen, oder 74° 10° 50 + 2”, 385 = 
785 nach der alten Eint und also weiter: 


= Gintk = tangk; w w. 


Kben so findet man. umgekehrt, wenn der Werth einer hyperbolischen 


sc 


Tabelle. Denn wäre z. B. Cosk=a gegeben, so würde man aus der 


ge 
Gleichung cos® = — mittelst der trigonometrischen Tafeln zuerst den Win- 
kel © suchen, und aus ıhm findet man dann’ leicht durch ein dem veri- 
sen entgegengesetztes Verfahren den 

Die melhrgedachte Tabelle für die Werthe der Functionen X% eig- 
net sich aber nicht mehr zu einem schnellen Gebrauche, wenn der Yrcus 
der hyperbolischen Funetionen >4 ist, oder die zugehörige Longitudinal- 
zahl der Arcus eines Winkels ist, welchem nur noch zwei Centesimal-Grade 
an einem rechten Winkel fehlen. In diesem Falle aber wird die Rechnung 
durch den Gebrauch anderer ebenfalls von dem Verfasser berechneter Ta- 
feln noch leichter als selbst vorhin, weil dann der Gebrauch der vermit- 
telnden Function ganz vermieden wird. Diese Tafeln haben eben deswe- 
sen einen ungleich gröfseren Umfang erhalten, indem sie die gemeinen 
kuogarithmen der hyperbolischen Functionen selbst für alle Arcus, welche 
>22 sind, und anfänglich um 0,001, später aber um 0,01 wachsen, anfüng- 
ch mit neun, später aber mit zehn Decimalstellen enthalten und so weit 
fortgeführt sind, dafs die Dillerenzen der Logarithmen der hyperbolischen 
Fünetionen «den Differenzen ihrer Wrcus hinlänglich genau proportional sind, 


ben ist, den ihır zugehörigen Arcus mittelst der genannten’ 


% 
FR 
= 
| 
® 
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selbst dann, wenn der die Grenzen der Tafeln überschreitende Arcus um 
ein Beliebiges größer ist, als der letzte darin vorkommende Arcus 12. 


$. 40. 
Aus den in $. 37. enthaltenen Grundformeln fNiefsen andere als ler- 


— cos !k 


nere Folgerungen. Da nemlich Cosk = 


cosik 

1-+- cos !k 

== 1— cos/!k = und 1+cos!k = also 
hat man: 


sinz!k 


cos Ik 


V(e os Ik)? V (co 
In umgekehrter Beziehung erhält man Formeln: 
Ein; 
sin;k = —; c0sik = tangzk = 


b 
- = Cs 5 + Sin Sin und cos 7) 


Da GCos ( = 


c08 7 0085 — sin sin ist, so erhält man, wenn die vorausgeschickten 


Formeln benutzt werden: 


Sos | 2 cos!b) und cos 2 V (Costa 
tn ähnlicher Art erhält man für die Sinus von au die beiden Formeln: 


Ein( (cosla coslb) and sın 2 


Werden diese Formeln durch die vorigen dividirt, so bekommt man 
cos (z3la— z1b) 2 
Da endlich Ein?k=2Cink.Cosk, und Gink=tang!k, 
ist, so findet man 
k 


2sın Ik 
Ein?k und auch = BE 


Zusatz. Danach diesem $. tangzk = TangzX% und nach $. 37. 


auch tangzk= Gin} % ist, so Kat man offenbar Tanga — 


in ähnlicher Art findet man die Formel: tang}?i = wi und durch 


diese Formeln sind die Tangenten auf die Sinus und umgehehrt die ©i- 
nus auf die Tangenten zurückgebracht, so dafs man in den Gleichungen 
suxr=tangy und Gine—=Tungy aus dem gegebenen Xrcus x immer den 
Auusy und umgekehrt aus diesem jenen in Anwendung der vorigen For- 


| 
| 
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mein berechnen kann. Ist z.B. der Gleichung sinx = tangy der Xrcus 
x gegeben, so setze man «=1, — und y=3//. Rückwärts hat man 


dann ex, also demnach y= umgekehrt fin- 


det man e=/(3%2y). In ähnlicher Art findet man für die Beziehung 


zwischen x und y in der Gleichung Sinx=Tangy die beiden Formeln: 
und 


Zehnter Abschnitt. 

Peihen für die Potenzial-Functionen eines Arcus, für die 
l,ogarithmen derselben und für die Längezahl dieses Arcus. 
41. 

Um die Potenzial-Funetionen eines Yrcus in Reihen zu entwickeln, 
welche nach Potenzen desselben fortschreiten, wird man mit den Ginus 
und Cofinus beginnen. Die im $. 2. und $. 6. bereits a ua Reihen: 


y 
Su 2« +1)’ ( 


für die Einus und Cofinus des Arcus ax schreiten schon nach Potenzen des 
rcus x fort, und gehören also hierher. Vergebens sieht man sich. aber 
nach Reihen um, welche in fallender Anordnung ihrer Glieder fortschreiten. 


1 1 
Die Quotienten —— und —— heilsen Secante und Cosecante des Ar- 


v5 a, und man könnte diese Benennungen auch auf die hyperbolischen Func- 
tionen übertragen. Obgleich wir nun von diesen Benennungen keinen Ge- 
brauch machen werden, so sollen doch für diese Quotienten Reihen her- 
voleitet werden, weil sie später angewandt werden müssen; mit der Her- 


leitung der Reihe für die Function en werden wir den Anfang machen. 


$. 42, 
Man übersicht sogleich, dafs die Reihe für — die folgende Form 
haben 
1+ 


in Anw ae der schon früher benutzten Bezeichnungsart hat man also 
den Ausdruck : 


| 
| 
| 
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1 
c0S (2e)’ 


2 3 
und es müssen nur noch die Vorzahlen U, U, VD, u. s. w. berechnet wer- 
den, denn bekannt ist schon für 2=0 das Glied V=1. 


Da die Reihe csr=S(—1).- - mit der für —— multiplicirt 


ein Produet = 1 geben muls, und das allgemeine Glied des entwickelten 
Productes zum Coefhcienten hat: 


so muls dieser Cocfheient =0 sein für jedes 7, welches >0 ist. Die 


— 


also gebildete Gleichung wird aber einfacher, wenn man sie mit (27) = 


24 

multiplieirt, und beachtet, dafs [2r ] =[?r ] ist. 

Bringt man weiter das Glied für &=0 auf die eine Seite der Gleichung 


allein. so hat man die allgemeine Reeursionsformel 


7 =  cond. 
a 


Die ersten Specialfälle dieser allgemeinen Formel sind zur deutlicheren 
Auffassung des Gesetzes hierher gestelit: 


i 


u. 8 W 
Zieht man beim Gebrauche dieser Formeln vollends eine Tabelle der Aigu- 


rirten Zahlen zu Hülfe, so ıst die Rechnung sehr einfach und man findet: 


® 6 


D 


—= 2709765, 
U=5, U = 199360981, 

3_ fi - J - 

U =6l, U = 19391512189, 
U 1385, U 2404579661671, 
5 


Crelle’s Juourma! d. M. WI. Bd. 2. 


tv 
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Kur diese Vrerthe der Coefficienten hat man dann 


Setzt man ey —1 für x, so findet man dadurch noch die folgende Reihe: 


Von der vorigen Reihe ımterscheidet sch diese nur darin, dafs die Vor- 
zeichen der Glieder abwechseln, 
$. 43. 
Die Quadrate der so eben abgeleiteten Reihen geben entwickelt 
teihen von ähnlicher Form, aus denen mehrere andere Reihen hergeleitet 
werden. Man gelangt zur Entwickelung dieser Quadrate auf mehr als 


eine Weise, Wir benutzen zur Herleitung die Bemerkung, dafs 


2 
(—) ist, 
I--cos2x 

Wird also 1+ w 57 w +cte. 

Der Coefficient des allgemeinen Gliedes im entwickelten Producte ist offenbar: 


r 


$(—1) cond. («+ß=[r). 


Da derselbe gleich Null sein muls, sobald r >0 ist, so hat man eine Re- 


gesetzt, SO 


eursionsformel: 


Da nach dieser Formel jeder Co@flcient den Factor 2 beim Audsteigen 


erhält, so folgt daraus, dafs im Allgemeinen der Coeflcient w durch die 
Potenz % theilbar sei. An der Regel sind aber die Coefficienten durch 
noch höhere Potenzen von 2 theilbar. Die wirkliche Rechnung giebt: 


I 


w— 16 = 74 

w = 353779 9.1106 = 7.691, 
w — 22368256 = %, 349504 = 27”. 5461, 


4 
E 
Be 
7 
4 
u 
A 
3 
| 
3 
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Die Rechnung ist sehr bequem, wenn man eine Tabelle der figurirten 
Zahlen dabei zur Hand nimmt. Für diese Werthe hat man dann die bei- 
den Reihen: 


> X 2 2 4 3 6 
( 1 ) + etc. 


“ 


(2 
und 


1— — trete. S(—1) w. 


$. 44. 
Werden die so eben erhaltenen Reihen mit dx multiplieirt und 


wird darauf integrirt, so erhält man dadurch zwei neue Reihen: 
3 7 


5 @ 
+1)’ 
Aus diesen Reihen he man die Reihen für die Cotangenten her in Be- 
nutzung der Formel: 


x 
cz — 2cotx = tangz und — = Tanz. 


Man schliefst nemlich aus der Form der Reihe für Tangenten auf die Form 
ist. Setzt man hiernach 


der Reihen für die Cotangenten, x 


ctx = — +Sa. 


w 


1 


so findet man 


.. 
( 2) ‚ und also rückwärts a = — 


Man hat also die beiden Reihen: 


w 
cotr = 4°_1'(2« 1)’ u 3 
1 a—ı 
w 


Aus diesen und den vorigen Reihen gelangt man zu neuen Reihen für die 


1 
Kunetionen —— und —— unter Benutzung der Formeln: 
sin x Sinr 


Man erhält nemlich: 


für 2 >0, 


sın? 


gra—ı 
23” 


' 
| | 
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4% 


Werden die so eben gefundenen 6 Formeln mit dx multiplicirt, 


und integrirt man, so gelangt man zu eben so vielen Reihen für die na- 


türlichen Logarithmen der Potenzialfunetionen, nemlich: 


log cosx = —S für &>0, 
v 


log = — S(—1).w.—— für 2 >0. 


Aus den Reihen für die Eotangenten erhält man in ähnlicher Art: 
og sine —= — für 
g ur 2 0, 
log logr + für 
Endlich erhält man noch die beiden Reihen: 
log tangx logr +8 — für >0, 


losTangx = logx +S(—1) für 
1 2 3 
Die Coelhieienten vw, vo, w, etc, kommen noch in den -Entw ickelung: en 


anderer Functionen vor, und daher rührt es, dafs man zu ihrer Berech- 
nung mehrere, dem Anscheine nach gänzlich verschiedene Formeln, und 
nicht nur Recursionsformeln, sondern auch solche, welche zur indepen- 
denten Berechnung dienen, abzuleiten vermag, worauf man hier und 

ein gröfseres Gewicht legt, als sie verdienen. Später werden auch For- 
meln, weiche zur independenten Berechnung dienen, mitgetheilt werden. 
Es ist nicht nöthig, die Reihe der Zahlen w, vw, w, etc. weithin zu be- 
rechnen, weil sie mit den sogenannten Bernoullischen Zahlen auf eine 
einfache Weise zusammenhängen und diese bereits bis zu ansehnlicher 
Weite berechnet worden sind. Bezeichnet man nemlich die Bernoullischen 


2 3 4 5 6 
Zahlen, wie folgt: 35; Bu 5; 
u. 8. W., so ist allgemein: 
r—L 
2r.w 4 —1) 
also rückwärts = ‚B. 


Man hätte auch wohl gethan, statt der Bernoullischen Zahlen, welche 


Brüche sind, gewisse ganze Zahlen, welche mit ihnen eng verbuaden sind, 
3 


2 
wie etwa die Zahlen vw, w, w, w, etc. zu berechnen und statt der Ber- 
noullischen Zahlen in Anwendung zu bringen. 


& 
33 
& 
x 
2 
= 
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$. 46. 

Um nun auch noch die einem gegebenen Arcus zugehörige Lünge- 
zahl und auch Longitudinalzahl, welche als neuer Arcus zu dienen bestimmt 
ist, in eine nach Potenzen jenes Arcus fortschreitende Reihe zu entwickeln, 
ist es erforderlich, die Gleichung y=*%x oder auch die umgekehrte 
dilferentiiren zukönnen. Da Costx.cosx 1 ist, so erhält man 

log Qostx + log cosx —= 0, 
und wenn man differentürt: Zangtx tangax 9x; da aber Tangtx 
=sinx ist, so hat man einfacher: 


Eben so findet man umgekehrt: = Hierauf gründen sich also 


die beiden folgenden Integraliormeln: 


cos k 
4 const. 


Zusatz. Es können die Funetionen 8 und 7% selbst schon in 


einem vorgelegten Differentiale enthalten sein. Differentürt man nemlich 
die Gleichung y= sin(@ +h).2%k, so erhält man Oy=Okcos(@ + 


9% es ist also umgekehrt fi kcos(a-- 8k=sin(@ + k)N% 


cos k 
k = sin(a + ksina + cosalog cosi-- const. Auf 
SK 
ähnliche Art findet man das Integral ksin(@a + 
S. 47. 


Die Functionen 274 und ?k können auf manmnigfaltige Weise aus 


Functionen des Arcus berechnet werden. Jede Reihe, nach welcher 

man aus der Potenzialfunetion eines Arcus den Arcus selbst findet, dient 

auch zur Berechnung der Functionen %%k und !k Soist z.B. 4 = 

Tangik+ 3 Tangzk’ + Tuangzk’—+ ete. Setzt man also 8% für k, und 

bemerkt, dafs Tang}X%k = tangz/ ist, so erhält man auf der Stelle; 

In ähnlicher Art erhält man die Reihe: 


1 1.3 tangk® 1.3.5 tangk” 
1324735 
T . - 
Wenn der Xrus k grofßs wird, oder geh gering ist, dann dieuen zwei 


Reihen, welche man leicht aus denen des $. 21. herleitet: 


0x 
COS X 
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2 1 taneck 1.3 tanck* 1.3.5 tanek® 

7 2 1 sink? 1.3 sinık* 1.3.5 sink® 


Sie eonvergiren beille offenbar desto mehr, je kleiner der Unterschied 
— —k wird. Es belohnt aber die Mühe nicht, die Anzahl dieser Formeln 


noch zu vermehren und die ähnlichen für die Function / ihnen gegenüber 
zu stellen, wo es angeht. 
48. 


Wichtiger ist die Angabe solcher Reihen für die Functionen 4 
und 7/4, welche nach den Potenzen des Arcus /k fortschreiten. Werden 


1 
die im $. 42. für —— und 7 Cosi. hergeleiteten Reihen mit Ex multiplieirt, 


so giebt die darauf folgende Integration nach $. 46. auf der Stelle die 
beiden Reihen: 


k 3, k’ k 9 

I 13 1,9 


2 3 
Die in diesen Reihen vorkommenden Zahlen D, U, U, etc. sind ganze 
Zahlen, und im $. 42. sind sie bis zu einer ziemlichen Weite hin angege- 


ben worden. 
Man kann aber für die Function 2% noch eine Reihe angeben, 


welche desto braucehbarer wird, je mehr der Arcus k sich vergröfsert oder 
der ihm zugeht rige Winkel einem rechten Winkel nahe kommt. Da nemlich 


nach 38. = lostangz (= +4), also log tang 
1 
— log cot— = log ——- ist, so hat man nach $. 45.: 
tang 


= 2a)” . 
x ( k) log für 


Diese Reihe fällt nun gleichsam in die Mitte RR die ım 8. 47. für 
(lie Function 2(7—k) angegebenen beiden Reihen, indem tangk >%k und 
sink<k ist. 

Zusatz. Setzt man in den für £k und /k angegebenen Reihen 
für k, so erhält man noch und umge- 
kehrt —1) = (£k)y—1. Es braucht wohl kaum angemerkt zu 


- 
=> 
4 
3 
; 
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werden, dals man dieselben Resultate auch aus den Nundamentallormeln 
des $. 37. unmittelbar hätte schlielsen können. Die eben genannten Rei- 
hen geben auch zu erkennen, was schon früher behauptet worden ist, 
dals sei. Daher ist auch >/%, oder, was dasselbe ist, 

Auch haben die für £k und /% angegebenen Reihen die Eigenschaft, 
dafs man durch die Umkehrung der einen die andere erhält, weiche Ei- 
genschaft um so interessanter ist, als die beiden Reihen fast völlig über- 
einstimmen, nur dafs die Reihe für /k abwechselnde Vorzeichen vor ihren 
Gliedern hat und die Vorzeichen vor den Gliedern der ersten Reihe Jdurch- 
gehends + sind, 

49. 
Die vorgehenden Reihen setzen also immer in den Stand, die 


Werthe der Function 8% für beliebige Werthe von k zu berechnen. Schon 
die Formel = log tang} eignet sich zu einem bequemen Ge- 


brauche, da die briggischen Logaritlimen der eyklischen Tangenten bereits 
berechnet und in Tafeln niedergelegt sind. Da diese Formel aber nicht 
briggische, sondern natürliche Logaritimen verlangt, so kommt man bei 
ihrem Gebrauche immer in den Fall, den aus den trigenometrischen Ta- 
ieln entnommenen briggischen Logarithimen der eyklischen Tangente mit 
dem Modul des natürlichen Logarithmensystems, d. h. mit der Zahl 
2,3025 8509 2994 0456 8401 .... zu multiplieiren, wenn der Werth von 
8k aus dem gegebenen Werthe von % berechnet werden soll. Will man 
aber aus dem gegebenen Werthe von £k den zusehörigen Werth von /X4 


oder k finden, so hat man bei Anwendung der Vormel den gegebenen 
Werth 2% mit der Zahl 0,4542 9445 1903 2518 2765. .... zu multipli- 
eiren, um in den trigonometrischen Tafeln dann einen diesem Produete 
möglichst nahe kommenden briggischen Logarithmen einer eyklischen Tau- 
gente aufzusuchen und den ihr zugehörigen Arcus oder Winkel zu finden, 
welcher verdoppelt und dann um einen rechten Winkel vermindert wer- 
den muls, um den gesuchten Winkel % zu ermitteln. Man wird diese 
Rechnungsweisen aber auch nur dann anwenden, wenn ein besonders ho- 
her Grad von Genauigkeit erzielt wird, so dafs eine Rechnung mit sieben 
Decimalziffern nicht mehr genügt, und man also die von dem Verfasser 
berechnete Tabelle, welche nur sieben Deeimalziflern hat, nicht gebrau- 


chen kann, deren Benutzung sonst für beide Winkel- Eintheilimgen un- 


£ 
2 
3 
| 
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oleich rascher zum Ziele führt. In einem solchen Falle mufs man aber 
auch zu trigonometrischen Tafeln greifen, welche wegen des ungewöhn- 
lich gröfseren Umfanges, den die mehren Decimalziffern veranlassen, kost- 
spieliger und unbequemer sind. 

So manniglaltig aber auch die Mittel sein mögen, welche zu Ge- 
bote stehen, um in einem vorgelegten besonderen Falle aus dem Werthe 
von k den von £% oder umgekehrt aus diesem jenen zu finden, so kann 
jedoch die Veranlassung zu solchen Rechnungen wegfallen, weil der Ge- 
brauch der vermittelnden Function Behufls der Realisirung der Werthe der 
Ihyperbolischen Funetionen nicht mehr zusagt, d. h. weil wegen allzu 
raschen Wachsens oder Abnelimens die Einschaltung nicht mehr bequem 
und sicher angeht. Dieses ereignet sich, wie es fast die blofse Ansicht 
der im $. 47. und $. 48 mitgetheilten Formeln zu erkennen giebt, dann, 
wenn der Xrcus SA zu grols und etwa >4 wird, oder also dem Win- 
kel ; nur noch wngeführ zwei Grade an einem rechten Winkel fehlen, 
denn dann beschleunigt sich das Wachsen von £%k bei einer auch gerin- 
son Zunahme von k zu sehr. Deutlicher noch als die Ansicht der ge- 


nannten Formeln zeigt dieses der Blick in die berechneten Tafeln. Es 
ist daher nothwendig, die hyperbolischen Functionen oder doch ihre Lo- 


sarithmen selbst zu berechnen und ihre \Werthe in Tafeln niederzulegen, 


so dafs man also von ihrer Zurückführung auf die eyklischen Functionen, 
welche unter anderen Umständen nützlieh ist. nım absteht, 
50. 

Es ändern sich zwar die Werthe der hyperbolischen Functionen bei 
der Zunahme ihres Arcus desto rascher, je größer der Arcus wird, elück- 
licherweise aber verhält es sich in Hinsicht auf ihre Logarithmen gerade 
umgekehrt, ihre zweiten und mehr noch ihre höheren Differenzen sind 
gering, und desto geringer, je srölser der Arcus der hyperbolischen Func- 
tionen wird. Diese Logarithmen eignen sich also zur Construction einer 
Tabelle aus ihnen, welche, ohne einen schr grofsen Umfang zu haben, 
veit hin reicht, so dafs der Auus vom Werthe 2,000.... an bis zu 
einem beliebig großen Werthe wachsen darf und kann, und diese Ta- 
helle wegen ihrer Brauchbarkeit selbst zwischen den Grenzen 2 und 4 
des Arcus benutzt werden kann, obgleich für diese Strecke schon durch 
die früher genannte Tabelle gesorgt war. Die Construction dieser zwei- 
ten Tabelle gründet sich auf folgende Entwickelingen. Da 


| 
| 
Bi 
3 
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und Gink 5 
ist, so findet man-in Anwendung der bekannten logarithmischen Reihe: 
b 


log(@ +2) = loge + 2—3(2) +3(2) — + etc. 


a a 


k 


auf der Stelle die gesuchten beiden Reihen: 

log = k—log?2 + e"— Le" eic., 

los &ink = k— log? — — etc. 
für die natürlichen Logarithmen der Functionen Cosk und Sink. Den na- 
türlichen Logarithmen der Function Tangk findet man, wenn man die 
erste Reihe von der zweiten subtrahirt, wodurch die folgende Reihe entsteht: 

log Tank = — etc.) 

Da nun die Werthe der Exponentialfunctionen e*, e”"* ete., welche 
in den Gliedern der drei Reihen vorkommen, geringe Werthe haben, wenn 
k=2 oder k>2 ist und diese Gröfsen überhaupt bequem zu berechnen 
sind, so hat der Verfasser sie zur Anfertigung der genannten zweiten Ta- 
belle benutzt, und so die briggischen Logarithmen der hyperbolischen 
Functionen für alle YArcus, welche >2 sind und um 0,001 zunehmen, is 
neum Decimalstellen berechnet. Es schien aber unzweckmälsig, die Ar- 
beit ganz so durchzuführen, denn von k=5 an reichte es vollkommen 
hin, den Yrcus um 0,01 wachsen zu lassen; dafür sind aber von dieser 
Grenze an die briggischen Logarithmen der Potenzialfunetionen in zehn 
Decimalstellen angegeben worden, und zwar bis zu so grofser Weite hin, 
dafs keine Tabelle mehr nöthig ist. Für 12 ist nemlich = Gin’. 
also Zangk=1 oder logtuangk—=0, wenigstens so genau, dafs der Unter- 
schied zwischen Cosk und <0, 000 000 000 O1 ist. 

Die in dieser Tabelle enthaltenen Logarithmen der Tangenten sind 
sämmtlich jeder um 10 zu grofs und also negativ, in ähnlicher Art wie 
die Logaritımen der Sinus und Cosinus in den trigonometrischen Tafeln. 


51. 

Die nach den angegebenen drei Reihen berechneten Loganitli- 
men mulsten, damit sie briggische würden, mit dem bekannten Modul 
= 0, 4342 9448 1903 2518. .. multiplieirt werden. So genau die Ein- 
schaltung in die Reile der Sinus und Cofinus dieser Tabelle sein mag, 
da man in Hinsicht auf die Bestimmung des Arcus bei sonst richtiger Rech- 


nung kaum einen (unvermeidlichen) Fehler von der Gröfse 0, 000 000 001 
Crelle's Journal d. M. VI. Bd. 2. 24 


= 
Ei 
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begehen wird, so ungenau wird die Bestimmung des Arcus, wenn die hy- 
perbolische Tangente gegeben ist, in den Grenzen dieser Tabelle, und 
zwar immer mehr, je gröfser der Arcus wird. Gegen das Ende der Ta- 
belle ist der unvermeidliche Fehler fast =1, wie es die Ansicht der Ta- 
belle lehrt. Man hätte, um diese Fehler geringer zu machen, noch un- 
gleich mehr als zehn Decimalziffern nehmen müssen. Die trigoenometri- 
schen Tafeln der Sinus, Cosinus, Tangenten und Cotangenten sind in ge- 
wissen Gegenden ihres Umfanges einem ähnlichen Übelstande unterwor- 
len. Glücklicher Weise kann man aber im vorliegenden Falle durch ge- 
ringe Mühe die höhere Genauigkeit in der Bestimmung des Arcus errei- 
chen, da nach $. 30. gerade in diesem Falle überflüssig genau: 
log Tanık = — 2n.e” oder loglotk = 
ist, wenn briggische Logarithmen verstanden werden. Man hat also, wenn 
man zum zweiten Male auf beiden Seiten zu den briggischen Logarith- 
men übergeht, die Formel 
log los = log —2ku. 
Hiernach kann der rcus k mit höherer Genauigkeit leicht gefunden wer- 
den, vorausgesetzt, dafs auch die hyperbolische Tangente oder eigentlich 
ıhr Logarithme in mehr als zehn Decimalstellen gegeben ist. Eben so 
kann man nach dieser Formel auch umgekehrt, wenn ein Arcus gegeben 
ist, welcher beträchtlich >2 ist, den Logarithmen seiner hyperbolischen 
Tangente in mehr als zehn Decimalziffern genau angeben. Der bei diesen 
Rechnungen zu gebrauchende beständige Logarithme ist: 
= 9,9385143070 — 10. 
So ist z.B. für A = 12 das Glied 2a = 10,4230675657. 
Also 0,5157467413— 11 = loglog&otA. 
Also log k 0, 000 000 000 052 7904...» 
und logTuangk = 9, 999 999 999 967 2096 
Da ferner der briggische Logarithme log(1+9) = ist, wenn gering 


ist, wie im vorliegenden Falle, so wird man log Cotk mit er multiplieiren 


und zum Producte Eins addiren, um Cotk selbst zu erhalten, oder das 
Product von Eins subtrahiren, um Zangk zu erhalten. 


Die angestellte Rechnung giebt: 
Cot k = 1,0000 0000 0014 2407 .... und 
Tangk = 0,9999 9999 9985 7593 vu.» 


% 
2 
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Man hätte im vorliegenden Falie selbst noch ungleich genauer rechnen 
oder noch ungleich mehr Decimalzillern für Sot4 und Tangk finden kön- 
nen. Wie grofs aber der erreichbare Grad der Genauigkeit sei, muls aus 
dem Gliede — 2e"', welches bei diesen Rechnungen außer Acht bleibt, 
beurtheilt werden. Im vorliegenden Falle, wo k= 12 ist, hat das Glied 
den Werth: 
3e"" = 0, 6000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0003 5868, 
und man hätte also Tangk oder auch Gotk bis auf einen unvermeidlichen 
Fehler von der Kleinheit 
0, 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0001, 

d. bh. in 31 Decimalstellen genau angeben können. Zu einem so serin- 
gen Fehler in der Bestimmung des Werthes der Tangente oder auch Go: 
tangente gehört aber ein nicht ganz so geringer Fehler in der Bestimmuns 
des Arcus, wenn die Tangente oder auch Cotangente gegeben sind. | 


Eilfter Abschnitt. 


Demerkenswerthe Reihen, welche nach Potenzial-Functionen 
äquidifferenter Arcus fortgehen; Folgerungen daraus. 


6. 52, 
Wenn man die bekannte logarithmische Entwickelungs - Formel 
logx—= (—1) auf die Funetion s= Sink = an- 


wendet, so hat man: 

Daraus folge — und weil legs = loge'— / 
ist, so hat man oflenbar: 


= 


a1 
Differentürt man auf beiden Seiten, so hat man: 
= +1)%. 
Diese Gleichung aufs Neue 2r mal nach einander differentürt, so ist: 
1a +1)", = 0. 
Wird diese Gleichung noch einmal diflferentiirt, so hat man: 
SN (a 0. 
Setzt man in der vorigen Reihe den Urus k=0, so ist allgemein 
und also: 


24 


vr 
. 
E 
= 
2 
Er 
27 
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= 0, 


17 — 77 +3” — 47 +5" —6” + — etc.) = 0, 
welches ein bekanntes Resultat ist. 


oder auch 


53. 

Wenn man die beiden Factoren 1+3v und 1-+- multiplieirt und 
unter den Ausdruck (osk+ versteht, so ist das Product 
oder 1+2vCosk + 

Also hat man 


Entwickelt man log(1+-zv) und log (1 +) nach Potenzen von v, und 
addirt man die Entwickelungen, so ist: 


los 1 = S(—1)". e> „uch, 


oder einfacher: 


Setzt man v=1, so hat man 
und also: 


log = S(—1). 


Wird auf beiden Seiten differentürt, so erhält man: 
— S(—1)" Sin(&+1)k. 


Wird diese Gleichung 2r-+1 mal nach einander differentirt, so hat man: 


0° .. 

k 

T, = S(—1) +1)k. 


Obgleich nun die Werthe oder Summen dieser Reihen nicht so einfach 
sind, wie bei den sehr ähnlichen Reihen im $. 52., so können sie den- 
noch durch ein fortgesetztes Differentüren immer gefunden werden, Zu 
ähnlichen Ausdrücken gelangt man für v=—1. 


Setzt man k=0, so hat man S— @ +1" =}. 
für k== 0, 


k 
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4 


Da aber nach $. 44. S(— 1)", w ist, so hat man 
(für k=0) offenbar = (—1). "und es ist also die 
Reihe: 


$. 54 


Wenn man die Reihe für #%k im $. 52. statt zu dilferentiiren mit 
x mehrere Male nach einander multiplieirt, und darauf jedesmal inte- 
grirt, so erhält man Reihen von der Form: 


Entwickelt man Ein(& + 1)%k in eine nach Potenzen von fortschreitende 
Reihe, so erhält man: 


= S(—1)(« +1)?” 
2 
Diese Reihe hat einen zweilachen Fortschritt: den einen hat sie wegen 
der Veränderlichkeit von &, den zweiten hat sie durch die Veränderlielr- 
keit von ß; sie käfst sich aber noch sehr zusammenzichen, da nach $. 52. 
immer (a ist, wenn eine positive sanze Zahl be- 
deutet und >O ist. Denn nun darf man sogleich r—ß für ß setzen und 
erhält dadurch: 


Dieser Ausdruck hat nur (r-+1)Glieder, und es ist also die unendliche 


Reihe (1.) summirt worden; aber die Coöffieienten in diesem Ausdrucke 
sind nun ungeschlossene Reihen von der Form: 


Werden daher diese Coöffieienten ein für allemal berechnet, so hat man: 
ytı 


3. = SIBl.z, cond.(y+ß=r), 


und durch diese Formel ist dann die vorgelegte Summations- Aufgabe ge- 
löset. Durch REN Differentüren erhält zu nun noch: 


Beide Formeln Faktine sammt den vorigen leicht auf eyklische Functio- 
nen übertragen werden, wenn man nur kYy—1 für k setzt. 


| 

3 

@ 
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35, 

Die in 8.54. vorkommende Reihe [r] kann man, da sie convergirt, 
nach ihrem Werthe finden, wenn man die einzelnen Glieder derselben in 
Deeimalbrüche verwandelt, und diese dann abwechselnd addirt und sub- 
trahirt. Man kann jedoch auch noch auf andere Art die Summe dieser 
Reihe finden. Man gelangt dazu durch die Bemerkung, dafs die im $. 54. 
ebenfalls vorkommende Reihe &(r, k) für gewisse Werthe des Yrcus k, 
welche nicht Null sind, den Werth Null annimmt. Ein soleher Werth 


Fir ihn hat man 1) und da 


snr=sin!rzsndrmete=0 ist, so ist jedes Glied der Reihe und 


mithin sie selbst Null. Also: 


Da der im $. 54. vorkommiende geschlossene Ausdruck denseiben Werth 
veben mufs, so hat man die Gleichung: 

und vermöge derselben können die Werthe der Reihen [1], [2]. [3]; u. s. w. 
rocurrirend berechnet werden, obgleich sie für = O0 versagt. 


Will man aber eine Formel zur independenten Berechnung dieser 
Verthe ableiten, so multiplieire man nur die so eben gefundene Recur- 
sionstormel mi Ft = vo", setze darauf, um auch als verinder- 
lich anzusehen, etwa A für 7, und man hat: 

Die Constante rührt duhen, weil die Recursionsformel für r=0 nicht an- 
zuwenden war: sie kann aber leicht bestimmt werden, indem man nu 
A==0 setzt, wodurch man P=Y=0 und also: 


[0]. = const. 
1 


— const., cond. (ß +y=\). 


erhält. Nun ist aber = = !, also hat man: 
ey+ı 
= S(—1) [P]-;  cond.(?+ yz=\) 


Diese Reihe ist aber das Produet der beiden Reihen S(— 1)/ ern und 


S!12].r. wovon man sich durch die Multiplieation überzeugt, und die 


| 
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erste derselben ist der Ausdruck für sin(vr). Daher hat man rückwärts: 
7 
= 2% 


und wenn man den Ausdruck auf der rechten Seite nach Potenzen von 
v entwickelt: 


4 —1 (27) 


Weil endlich die beiden Reihen identisch sein müssen, so hat man: 
[0] = 3; 


(5) 


wenn die Zahl r>0 ist. Nach dieser Formel können nun die Werthe 
der Reihen [1], [2], [3]; [4], ete. unabhängig von den Werthen der vor- 
hergehenden und nachfolgenden berechnet werden. 


$. 56. 

Den Beschlufs dieses Abschnittes mag noch eine ziemlich allgemein 
Summmation mit einigen Anwendungen derselben machen. Kennt man ein: 
Function Px und ihre nach (steigenden) Potenzen von x fortgehend« 
Entwickelumg, etwa: 

Ox == + + etc. = Sa.x“, 
so ist man auch immer im Stande, die beiden folgenden Reihen: 


2 164 
Pz= Sos(v+w) + Sos(v+-2w).... = Sax’. Sos(vtaw). 
Sin (v+ 2w)....= Sax“. Ein(v+aw) 


zu summiren, oder zwei Functionen in geschlossener Form nachzuweisen, 
durch deren gehörige Entwickelung die Reihen P und Q entstehen, 
Die Addition und Subtraetion giebt nemlich sogleich : 


P+Q = e,Sa. (ze) = 


P—Q = 
Die wiederholte Addition und auch Subtraction giebt dann die beiden ge- 


suchten Ausdrücke: 
P e, pla eV, (2. e-Ww) 


2 e 


Sie lassen sich bei der gegenwärtigen Allgemeinheit nicht weiter zusam- 


| 
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wenziehen, in jedem einzelnen Falie kann man sie aber so umformen, 


dafs die Exponentialgröfsen verschwinden und dafür Sinus und Cofinus in 
ihnen vorkommen. 


3, 
r—1 
Ist .B. 9x = +28 so hat man 
auf der Stelle: gu + 


Werden die beiden Ausdrücke unter gleiche Benennung gebracht, iso er- 
hält man für die beiden Reihen: 
P = + x Cos(v+w) + x’. +27". Ess v-rw—w), 
die einfacheren Ausdrücke: 
— Rob (v+ rw) —x Co8 (v—w)-H v 
at Sin(vt rw — w) — x&inw+rw)— w)-4-Ginv 
Nimmt man die ungeschlossenen beiden folgenden Reihen vor: 
P= 
= Sa’. Ein(v+xw), 


so ist die Rechnung noch einfacher. Man hat nun 9x = Sax’ = —— 


— 
und findet: p v — x — w) 
1— 22 ? 
Sinv— x Sin(v— w) 
1— 22 x? 


Zusatz 1. Setzt man im Ausdrucke O einmal v=0 und dann v= zw, 


so hat man: Sinw 
Sa“ Einaw — — 


Sinw 
52" Ein(@+1)w= 1— 22008 
Wird nun die erste Reihe mit D und die zweite mit 2 multipliciet, so 
ojebt die nachherige Addition: 
I4+-Bx s# BSinew 


1 — w + Sınw 


Zusatz 2. Setzt man in den beiden Ausdrücken für P den Arcus 
"==k, w=N2k md e=—1, so erhält man: 


2608 k 


» 
4 
& 
3 
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Multiplieirt man beide Seiten mit ©% und integriert, so erhält man: 


Wird hierin kY—1 für k gesetzt, so erhält man noch: 


Die ersten Glieder dieser beiden Reihen sind: 
Ik = 2(Sink—3 ete.) und 
= k —zsin3k +#sindk — 7k + etec.). 
$. 98. 
Endlich sei P= 8% Cos(v+ 20), und Ein(v+aw), so 


dafs die Function (r=e—=S —; ist. Für diese Reihen hat man dann: 


e-vtxe 


eutxe“ w 
oder 2P= + ESin(v+xe”) 
und 20 — +Sin(v+xe”) — los —v+re")— Ein—vtre” ), 
oder einfacher: 

P= &os(v + Cosw) + Sin(rCoszw)| und 

= Sin(v-+ x Einz).[Cos (x Cosw) + Sin (x Cos w)]. 
Will man also die Form der Exponentialgröfse nicht durchaus meiden, 
so hat man endlich: 


P= 
Sinv+ x Sinw). 

Jriese und alle vorhergehenden Formeln dieses Abschnittes lassen sich ohne 
alle weitere Rechnung auf eyklische Funetionen übertragen, 


Awölfter Abschnitt. 
Die Potenzialfunctionen als Producte unendlich vieler 
Factoren. Folgerungen daraus. 


Wenn man die Vorstellung von Reihen zuläfst, welche ins Unend- 
liche auslaufen, so ist auch die Darstellung einer Grölse als ein Produet 
unendlich vieler Factoren eben dadurch erlaubt. Die logarithmischen Ent- 


wiekelungen bestehen in der That sämmtlich gerade in der Auflindune 
Grellets d. M. VI Bd. 2. 25 


= 
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oder Angabe solcher Produete. Wenn z. B. die Reihe: los 


ı8f, SO hat man auf der Stelle 


Der allgemeine Factor dieses Productes ist offenbar: e@**!, Ein dem all- 
gemeinen Factor eines Productes vo orpesetztes Zeichen P komm und sel! 


oO 


die Bedeutims haben, dafs aus diesem Factor eine Reihe besonderer Fac- 
toren hergeleitet werden soll, damit aus ihnen ein Product gebildet werde. 
Soll der Fortschritt nicht ins Unendliche fortgehen, so ER er durch hin- 
ingungen eingeschränkt werden. Dieses Zeichen bezieht 
sich dann, wie das Summezeichen $, auf gewisse veränderliche positive 


ganze Zahlen, weiche durch nuchstaben des kleinen griet hie 
schen Weruen. In A; dı ieser Bezeichnun:: 


hat iNan dallil Z. iD 


= 

durch die Bezeichnung log | (> = rw obgleich im vorliegenden 


Falle bequemer, ausgedrückt wird. 
60. 
Die Funetion sin (vu) ist allemal Null, wenn unter v eine ganze 


Zahl verstanden wird, und also aus im Zahlenreihe: 


welche nach b« ide Seiten ins ‚ Unendliche ausläuft, ein Glied als Werth für v 
genommen wird. Die Größse Eir= und auch ei wird Null, die 
erste für v—=— (a-+-1) und die fürv= + (a +1). 

Das Product: ist also für jeden negativen Werth 
von v, welcher >O und eine ganze Zahl ist, und eben so wird das Pro- 
duet —(0 für jeden positiven Werth von welcher > 0 


ind eine ganze Zahl ist. Daher ist das Product: 


v.P(i+ 


f 
A 
2x +1 
Pie? 
\ 


ib. Gudermann, Theorie der Potenzial- Functionen. 184 


für jeden Werth von v, welcher in der vorhin aufgestellten Zahlenreihe 
enthalten ist, und es hat in sofern dieselbe Kisenschalt, als die Function 
sin (uU). 

Es steht daher zu erwarten, dafs jenes Produet mit dieser Poten- 
zialfunction entwoder gleichbedeutend ist, oder in einer einfachen 
Beziehung zu ihr stehen wird. 


oder auch endlich = — 


ıst, so wird man uniersutcien. 0) 
*) 


man diesem Producte nicht eine Form geben kaun, welche vergleichbar 
ist mit einer ähnlichen Form, unter der auch die Function sin (vr) dar- 


sestellt werden kann. Deuten wir dieses Produet mit Q an, also: 


r(i — so wird man von dem Versuche, O0 nach Potenzen 
von D zu entwickeln, abstehen und lieber den natürlichen Logarithmen 


vou (0 also entwickeln, um die entstehende Reihe dann mit der für 
lossin(vr) zu vergleichen. Man hat nemlich sogleich : 
0 Iog (1 = — für ß >(0 


Die Reilie as einen doppelten Fortschritt, und erscheint einfacher, weun 


denn nun kann sie also dargestellt werden: le = — für 


Die fernere Untersuchung mufs natürlich zunächst die durch «, «. 


4 
a, a, ete. bezeichneten Reihen betreilen. 


61. 


.\® 1 1 1 1 
Die Reihe = s(- = Der — etc. hat Ahnlich- 
keit mit der im $. 55. vorgekommencn Reihe: 

1 

Wird diese Reihe, da ihr Werth der geringere ist, von der vorigen sub- 


trahırt, so erhält man: 


e—[r] = 2. == = 


| 25° 
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r 


Rückwärts hat man also: = 2 und wird für [r] der im 8. 5 


gefundene Werth substituirt, so hat man: 


( ps 
4’ r-—ı > 


aa —, _ — 


Wird dieser Werth weiter in die für logQ im $. 60. gefundene Reihe ge- 
hraeht, so hat man: 


4°__1 (2e) 
w (vn) 


für #>0O nach $. 45. 


Da nun aber logsin (vr) = log(vr)— 


ist, so hat man offenbar: log sin (vr) = log(vr) + logV = log(vr()), 
und also: 


Setzt man, um zu den hyperbolischen Ginus überzugehen: vyY—1 für 
v, so erhält man: 


- 
Sin(vr) = 
$. 62. 

Die Cofinus lassen sich ebenfalls in der Form von Produeten un- 
endlich vieler Factoren darstellen. Man gelangt auch zu dieser Form auf 
eine ähnliche Art, wie bei den ©inus; indessen wird es gerathener sein. 
diese Form aus der vorigen herzuleiten, weil dadurch zugleich der Zu- 


sammenhang beider aufgehellet wird. Da nemlich sin (+ — v5) = 


sin (—®) = == c08 ist, so braucht man nur in der für sinvr gefunde- 


nen Formel des $. 61. an die Stelle von d zu setzen ——. Das gieht: 


vn _ 1—v )( — 1 
1—v 2a +3 —v 1—v 
Nun ist abeı 145045” und 1 da 


ST (2 — |) 2 1 

2 2 

Setzt man hierin v == 0, so hat man, weil cos0=1 ist: 


her hat man: 


& 
3 
“ 
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woraus —P folgt. Dieser Ausdruck soll von Wallisius her- 
rühren; er ist ohne die abkürzende 
— 
2 1.3.8. 


Wird der für Ausdruck im Ausdrucke von substituirt, 


so erhält man für 5 den neiten Ausdruck : 


Wird endlich noch vy —1 für v gesetzt, so entsteht für den hyperboli- 
schen Gofinus der Ausdruck: 


UT 
Da num sin = +24 so giebt die Division durch 
Jen ersten Ausdruck von 608 die neue Formel: 
va__ 22 +2 -+2—v) 
tang — = v.P(5 und 


92 9 


$. 63. 
Hiermit ist man im Stande, einen für die genauere Kemntnil- 
der Function 2% wichtigen Ausdruck herzuleiten. Da nemlich 2% — 
log tangs (I +7) ist, so erhält man, wenn v— für k gesetzt wird: 


2 
un 


g = logtang = = logtang . 7) 


Setzt man daher im Ausdrucke für tang— für v an die Stelle ne 3 
erhält man: 


2 2 
Nun ist aber tr) also hat man: 


1-+v de +3—v\ 


5- 
4 
| 
= 
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Daher ist afvr\ 4a 
Die ersten Glieder dieser Reihe sind offenbar: 


und man kann sie kurz so ausdrücken: 


e(7) == 81)", 
Zusatz 1. Setzt man weiter aligemein — Ar 
so ıst bekanntlich: 


2r+1—v’ 


und also oftenba 
fv \ \@ \ 
2.8(—1).0(8). 
Setzt man vy —i für v, so erhält man noch die Reihe: 


vST\ i \ 
/ l).D(a) für Olr) =arc (tang 37.21) 


Dieselben Kesuliate erhält uam auch aus dem Ausdrucke für smvr im 
$,61., da IE 
sin —— 7 


r r un e14 
Zusatz 2. Wenn man den Ausdruck =s(—1) 


differentnet und dann Ak setzt für —, so erhält man: 


> 
1 Rei gt 
— 7 $(—1) 7 > 


Man kann die im $. 63. für 2(v. 2) gefundene Reihe leicht nach 


Potenzen von v entwickeln, und erhält dann eine Reihe mit doppeltem 
as GT 2 1 1 1 1 
Fortschritt« +—7+7— etc) 


| 
+7.(Ü- 5 +5 et) | 
2v° 1 1 1 1 
+ etc. | 
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Wihlt man für die Reilien in den Klammern die fol: gende B« ezeichnung 


so ist ollenbar: 
Da nun aber: 
‘ 
nach $. 48. gefunden wird, so giebt die Identilieirung der beiden Reihen: 


n 

2 
oder = 


Da num zur Berechnung der Vorzablen z, u, u, ete. in der Reihe des $. 48. 


für eime ziemlich einiache Receursiensformel nachsewiesen ıst, so können 
also auch die Summen der Reihen Y1, LI, 3, ete, berechnet werden, 
ohne die einzelnen Glieder dieser Reiben in Deeimalbrüche zu verwandel: 


Aus der bloisen Ansicht der Reihe ır erhellet, dafs ihr Werth 
sich bei wachsendem r der Grenze Eins nähert. Daher nähert sich aber 


n 


der Ausdruck welcher der Co6fhieient des allgemeinen 


9 
Gliedes in der Re ihe für ist, der Grenze woraus errhellet, 


dafs diese Reihe nur bei einem geringen Werthe ven v rasch convergirt, 
da v immer < 1 ist. 
65. 
Werden die einzelnen Glieder oder wenigstens ihre Goäffeienten 
in Decimalbrüche verwandelt, so hat man: 
5) = v. 1,57079 63267 94896 61923 1 
A er 0, 64596 40975 06246 25365 57. 
1 2°.0, 39846 31312 30835 22569 25 
+ v’.9,28558 70072 54439 97414 18132 55 
+ 22221 10409 30493 35329 36348 
+ v'',0, 18181 71590 86149 76348 5278 
+ v",0, 15384 60574 74429 45709 25 
-+- 0, 13333 33240 45445 68308 
0, 11764 70579 12680 234 
-- v0", 0, 10526 31572 01451 8 


= 

| 
| 
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Lifst man aber in der Reihe des $. 63. das erste Glied log; re unent- 
wickelt, so findet man: 


(v.2) = log — .0,42920 36732 05103 38076 86783 
— 17 „0, 02070 25691 60420 41301 09101 
— v’ .0, 00153 68687 69164 77439 74722 
— v’.0,00012 72534 59845 74014 39010 
— 2’ ,0,00001 11812 91728 86892 85874 
— v!!, 0, 00000 10227 32032 05469 6540 
vu". 0, 00000 00963 717277 40906 13 
— 2", 0, 00000 00092 87887 65025 
— 0, 00000 00009 10849 178 
— 0, 00000 00000 10057 6 
— eic. 
Diese Reihe convergirt nun ungleich rascher als die vorige; wenn man 
zwei oder noch mehrere erste Glieder der Reihe des $. 63. unentwickelt 
lüfst, so gelangt man zu Reihen, weiche noch rascher convergiren, als die 
vorstehenden. Wenn v>}3 wird, so kann man auch die folgende Reihe 
wit Vortheil gebrauchen, worin dann v ıst: 
= log —  0,45158 27052 89454 86473 
— 52246 69334 24113 21823 
— 1°.0,47351 64147 48617 95879 
— 1° .0, 323851 70304 32478 36803 
— v°.0,24905 82504 63161 97481 
0, 19980 79013 19654 32313 
— 2,0, 16662 62808 57309 69848 
14254 84529 06568 53116 
— 2". 0, 12499 80955 26863 26330 
— u", 0, 11111 06875 41667 79039 
— etc. 
Es ist somit für eine bequeme Berechnung der Funetion X%A zwischen den 


Grenzen =0 und «= behufs der Anfertigung einer Tabelle für die 


Werthe dieser Funetion gesorgt. 


{Die Fortsetzung im nächsten Hefie.) 


E 


% 
3 
@ 
| 
| 
| 
3 
& 
| 
| 
3 
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17. 
Remarques sur une certaine transformation des fonctions, 


fondee sur les relations des racınes de Vunite. 
(Par Mr. C. Jürgensen de Copenhague. ) 


Dans le troisieme calier du second volume de ce journal Mr. L. Olivier 
a considere une espece particuliere de fonetions, qui jouissent des proprietes 
semblables ü celles des fonetions connues sous le nom de Cosinus et Sinus. 

Le procdde fort Elegant, dont il a fait usage, appliqud A une fonc- 
tion quelconque, m’a eonduit ä quelque chose de plus gdndral; aussi suis 
je parvenu a demontrer, que les fonctions, trouvdes par Mr. Olivier, 
peuvent en eilet sexprimer au moyen de Sinus et Cosinus. 

Peut-ötre les rösultats, auxquels je suis parvenu, pourront ils in- 
töresser quelques-uns des lecteurs de ce journal. | 


Lorsyuwon designe par 


une &quation degre queleonque, et par 
les sommes des puissances 0, 1, %, 3, 0... k etc. des racines, on aura, 
comme on sait: 
Supposant maintenant 


on atıra. 
lorsme k<n, S,—=0, 
lorsge ken, 
enfin, Jorsque A>n, 9, — ou 
dou on eonchira, que 5, sera toujours pour V’equation =" — 
lorsque k n'est pas multiple de 2, mais = dans le cas contraire. 
Designant done par 


n 


les racines de 
mn 1 0, 
Grelle's Juurnal d. M. VL. Bd. 2. 26 


& 
& 

| 
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on aura 2 
ao” to"... +0." en 
selon que za est ou m’est pas multiple de n. 


Soit maintenant fe une fonction queleonque de x, qui peut se de- 
velopper suivant les puissances entieres et positives de x, et 
les valeurs de la ionetion elle-m&me et des co@fficiens differentiels du 
premier, second, ordre, lorsque =0. Cela pos‘, on a, par le theo- 
\ 
reme connu: 


Substitnant au lien de respectivement les valeurs 


on trouye: 


am: 


as x? a°® ae? 

9 Im „m 

C & x 

etc. ete. 

arm „m 


Ajoutant ces equations, on trouve: 
oe” 


Multipliant maintenant la premiere des @quations (2.) par @""', la seconde 
3 


‚In 
par @”°, la troisieme par &""° et ainsi de suite, et ajoutant les produits, on 
obtient: 


Multipliant de m&me par 
respeetivement et ajoutant les produits on obtient: 


fer 
„?"t2 


| 
| 
m 
x 
| 


% 
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(4 
Continuant ainsi on trouve en general: 


et en mettant Pr au lieu de x, ß etant une quantitd arbitraire: 


Cependant si Ton choisit la quantit@e de maniere satislaire & 
on aura: 
Pr=—1, —1, Pr=+1 ete. 


et on changera seulement les sienes des termes, affeetdes de etc. 
(Voy. le memoire eite pag. 244.) 


"equation: 


Les formules generales 6. et 7. pourront maintenant s’appliqner ü 
plusieurs elasses des fonetions. Par Tapplication aux fonetions algchrigues 
ne suis parvenu quä des choses connues; eependant, pour commencer 
par les cas les plus simples, je vais en presenter quelques exemples. 

Soit la fonetion 

So) 
on aura: / eb, 2e, f: —=() etc. 
Supposant z = 1, et par consequent 1, et m (quon pourra toujours 
choisir > nr) ou trouve 
Ja) =arbrt 
comme pr@cödemment. 
Posant ensuite 2=?2, «=— 1, on aura: 
lorsque m 0, = 2le+ra|], 
1, 


m= — = 
Knlin lorsijue n= 3, done u == 
m=1, uf" far = 3br, 
m=?2, efuc = 


Considerant en gencral une fonetion rationnelle et entiere quelcongque 
est aiseE de parvenir aux «yations suivantes: 
26° 


\ 
2 
E: 
2 
= 
= 
2 
24 
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Sch... +/r = (r+ 
"fur tech... = (r+leca, 

etc. etc. 
facta tat fact... H+fe= (r+1)pa, 
de sorte, qu’on pourra exprimer tous les termes d’une fonction rationnelle 
et entiere par la möme fonction des quantites 
Prenant ensuite une fonetion fractionnaire, p. ex. 


on aura, comme ,=1, f, = 
+ lorsque n=53 p. ex.: 
dernicre de ces qmations donne: 
expression, aisee a vöriler. 

il sera facile de multiplier les exemples en appliquant les formules 6. 
et 7. aux fonctions fraetionnaires quelconques, qu'on peut developper suivant 


les puissances enticres et positives de x, ainsi qu’aux fonetions irrationnelles. 


Gonsidörons maintenant les fonctions transeendentes et en particu- 
lier les fonetions exponentielles et circulaires, et comparons ensuite les 
riösultats que nous allons trouver. 

Comme la consideration des deux cas ou 2 est un nombre pair et 
impair, mene a des consdquences difl@rentes, nous allons d’abord nous 
oecuper du premier. 

Supposant done fx =sinx, on a 

et en general 
n etant un nombre entier quelconque. 
Nous aurons aussi les @quations suivantes, savoir: 
pur 2=?2, done —t: 


1+x? 
4 
— 
| 


4 

3 
3 
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sin—r) + sine =0, done sin(—x) = — sin comme sait, 
bass 3’ —sinf—r) — 23 2.3.45 352 


—=Isinx. 


Pour 2 = &: 


x? ) 


{ 2.3. 
m =3, «sinzx + «sin®xc + = 
pour 


2, + ,...+sine’c = 0 


nn = 


ac? 
331773. 
m —=4, + -+ 0 


gi" 


La loi de ces valeurs est evidente, de sorte que des &quations qui 
repondent a des valeurs paires de m, on peut tirer en gendral: 
sinzac- sina’x 
eto. . etc. 
n etant toujours un nombre pair et & une des racines imaginaires de Te- 
quatıon 


Orant aux equations, pour lesquelles on a suppose m un nombre impair, 
nous allons montrer, que les expressions en sinus, qui repondent a ces 
valeurs de 2, s’expriment par des fonctions exponentielles correspondan- 


8 

3 

| 

| 

| 

; 

73 


198 17. Jürgensen, transformation des fonctions. 


"fur t fach... = (r+lea, 

etc. etc. 
tat fact... H+fe= (r+1)pe, 
de sorte, qu'on pourra exprimer tous les termes d’une fonction rationnelle 
et entiere par la möme fonction des quantitds 
Prenant ensuite une fonetion fractionnaire, p. ex. 


on aura, .comme [=—1, hm —2.3, 
Im = 42.3 ....m, n = 3 exX.: 


dernmicre de ces @qmations donne: 


expression, aisee a verilier. 

il sera facile de multiplier tes exemples en appliquant les {formules 6. 
et 7. aux fonctions fraetionnaires quelconques, qu'’on peut developper suivant 
les puissances entieres et positives de x, ainsi qu’aux fonctions irrationnelles. 


Gonsiderons maintenant les fonctions transcendentes et en particu- 
lier les fonetions exponentielles et circulaires, et comparons ensuite les 
rÖsultats que nous allons trouver. 

Comme la consideration des deux cas ou z est un nombre pair et 
impaie, mene ü des eonsdquences diff@rentes, nous allons d’abord nous 
gecuper du premier. 

Supposant done fx =sinx, on a 

et en general 
n etant un nombre entier quelconque, 

Nous aurons aussi les duations suivantes, savoir: 

pur 2=?2, done 


1+x? 
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m=0,  sin(—r) + sine =0, done sin(—x) = comme sait, 


—Isinx. 
Pour 2 = 4: 


0? ) 
gt); 


m = 2, + + sina’xc = (0, 
} m =3, + «sinz’x + sin = 
pour n=b: 
m—=0, since + 


ac? sc? 


h 


nz 


w 


La loi de ces valeurs est evidente, de sorte que des equations qui 
repondent a des valeurs paires de m, on peut tirer en gencral: 
sinzac- sina’xc 4 +... 
. etc. 

n &tant toujours un nombre pair et & une des raeines imaginaires de Te- 

quation 


Ovant aux Equations, pour lesquelles on a suppose un nombre impair, 
: nous allons montrer, que les expressions en sinus, qui repondent a ces 
valeurs de 72, siexpriment par des fonctions exponentielles correspondan- 


8. 
| 
| 
.); 
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tes. Pour cela nous formons le tableau suivant: 
Pour 2=4 on a, en posant dans (7.): 


ı2 
x? ) 
m == + + u? ee + 
r? 
\ 


pour 2 = 6: 
x" 19 ) 
on +3 53. nt" 


6 ( x” ge? 
— 


20 
- 


12, 


m 


13 
2.8 2.3.18 2.3. 
2.3.4 2.3.. 337 16 


23.0 
Faisons maintenant pour abreger: . 


A [4 
ot designons de m&me les valeurs exponentielles ci-dessus, qui repondent 


A des valeurs impairs de 77, respectivement par: 
E, F; L, E. et E; 


J 


et les valeurs en sinus correspondantes par: 
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Cela pose il est aise de voir que 
E E, E E E ? 


Comme la loi de ces valeurs est @vidente, il est aise de les gend- 
valiser, de sorte qu’on trouve en general, lorsque 2 est pair et m impair: 


15. 


L’expression exponentielle connue de sin x est un cas partieulier de cette 
formule. En effet, faisant et par consequnt — I, 
m=N1, ona: 


= — + sinz = 2sinr, 
ou bien: 


Corrollaire. Comparant les deux dernieres &quations (22. et 23.) 
du memoire eit@ de Mr, Olivier, (9.) ei-dessus, on trouve 


sans peine: 
+ix 


| 


+ + e 


Mais ces valeurs ne sont autre chose que celles que nous venons de trou- 


ver, savoir E. E, 
ı 
ce qwil est aise de voir, puisque E, ei F, doit satisfaire V’equation 


Posons maintenant f(x) = cosx, d’ou: 


f=9; h=0, 1, =0 etc, 
et en general 
0, 1, = + 1. 


ll est maintenant aise de former le tableau suivant pour n=6 p. ex.: 
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[fm =D, cosac .... + 


x 


m —=1, + +.... + cosa”r 0, 
jm = 2, + 
339m T 


n = 3, + 
m —=4, + = 


„ie 

ce qui suffit pour conclure en gendral, lorsque z est pair: 


17. Sa" -....+cosdx = (0, 
etc. etc. 


et de meme, en comparant les quations (16. et 13.), on verra quion aura 
en general, et zn sont paires: 

Supposant 2 = 2,0 +1 m =0, oma: 
e = cos(—x) + = lcosz, 


COS I, 
formule eonnue. 
Nous lerons maintenant quelques remarques sur les formules (15. 
ot 18.), que nous venons de trouver. 
1. En mettant — pour dans les deux formules et multiphiant 
dans la premiere haut et bas par 7, on aura sur Je champ: 
19. per) 
= a" + 
lorsque 722 est impair: 
2. Gomme la dependance entre les fonetions exponentielles et circu- 


\ 
| 
| 
| 
| 
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laires est entierement exprimde par les deux dquations connues: 
qui ne forment d’ailleurs qu’une equation distinete; il s’en suit que toute 
autre relation entre les mömes quantitös doit rentrer dans les deux for- 
mules. Nous allons montrer, que les deux expressions (15. 18.) qıe aous 
avons trouvees, ne sont au fond que des transformations de ces formules. 


Pour cela nous ferons observer que les racines de l’equation 
lorsque 2 est pair, sont comprises «dans la formule 


kt ‚ka 
= — +sn—y—1 
ou l’on doit prendre pour % tous les nombres pairs depuis O jusqua {2 —1) 


inclusivement. De plus, lorsqu’on prend A=3;r--i, i Ötant pair ou im- 
pair suivant que 37 est pair ou impair, on a: 


‚et 
n 
. 
sın = sin — 

n n 


Au contraire, en prenant Ä=n-i, «lant pair, on a: 


ın 
== Co et 
n Rn 
(n—i)n 
n n 


Cela post, il est aise de voir que les valeurs 
n etant toujours pair. 
En mettant ces valeurs dans les formules (15. 18.) elles «leviendront : 
= — — a" 
m etant impair, et 


torsque 772 est pair. 


Maintenant, en derivant ces formules comme il swt: 
Grelle's Journal d. M. Vl. Bd. 2. litt. 27 
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7 


= +... — 2sinz, 
on reconnait quelles rentrent dans les formules conmues. 
il est ais@ de verifier les formules (11. et 17.), trouvees plus haut, 
par des considerations semblables ä celtes-ci. 


Passons ü la considÖration du cas, ou 72 est un nombre’ impair. 
Faisonus pour abreger, lorsque 2 = 3: 
sinaice 4 sinwix 
single + = 
et desigmons de möme les valeurs correspondantes a 2=5 par 
nous aurons en vertu de (7.) les @quations suivantes: 
lorsge 2 =3: 


m15 


‘ „13 


lorsque n = 9: 


en 
m 


m==0, Six 


1, 


26. (m=2, Se = 


m 


3 13 


les valeurs 
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| Denotons de par: 


17. 


nous aurons 
lorswe 2 = 3: 


m 


7, {mmi, 


lorsque 


28. 


mn 


Jhurgensen, ttans/ormation des 


a + cosu ix, 
eic. etc. 


w 


5 


en 


‚ce = 15 sa 


| 
an 
| 
+++ 


PAIR) 


Pour comparer ces expressions avee celles des exponentielles, fai- 


sons usage d'une notation abregee semblable a celle employde Mr. 
Olivier (M&m. cit. pag. 247.). 


Faisant done 


e + 


em 


> 
in 


on tlormera les 


m= 0, 


29. 


etc, 
ations suivantes, n etant = 5: 
ıx 


Pix 


sc" 
c 2.3.7 23..12 


> 
+ 
+ 


3( 
) 

+23; + 
14 
| 2, tee); 
= 
F 
etc. 
et 
| mu 

= 
| 27* 
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763 


gro 
m=0, 1 


29. 


an 


m—4, = 


men 1, 


30. {m=2, =5 


w 
8 
ig 


3 8 13 
n= = 331 33 8 93 3 


Mettant maintenant 
9x, 9%, 9x et fir; fx au lieu de 
39,0, 39x, et (Mem. cit. p. 247.), 
nous aurons en soustrayant les @quations (27.) da mem. cit. des equations 
(26.) et eomparant le resultat aux quations (25.) ci-dessus: 


et en soustrayant (30.) de (29.) et comparant le resultat a (26.): 


Au contraire, em ajoutant on a: 


‚chf; 


expressions qu'il est aise de generaliser. 
On en deduit aisement par l’elimination: 


et d’autres expressions de la m@me forme, et enfin: 


36. ete. 


de sorte qu’on peut exprimer les fonctions trouvdes par Mr. Olivier, 
par des Sinus et Cosinus des quantites imaginaires. 

Au reste, la seconde remarque du pag. 202. s’applique aussi aux ex- 
pressions 31,, 32., 33., 34., 39., 36. 
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Il est clair qu’on peut transformer les formules generales 6. et 7. 
de beaucoup de manieres differentes, pour parvenir a des expressions des 
diverses series; nous en allons presenter un exemple, 


En supposant 


m. Us 
m 


il est aise de transformer ces formules par (les diff@rentiations et integra- 
tions de maniere a renfermer les mömes puissances de x. En elfet, si 
Ton prend le premier coöffieient differentiel de #\r, le second de F,.x, le 
troisieme de F,x et ainsi de suite, et ajoutant ensemble Z,x et les dqua- 
tions ainsi trouvees, on trouve: 


x 


De möme en differentiant une fois, deux fois, et integrant 
f‘,x, et prenant ensuite la somme des resultats et /,x, on trouve: 


Integrant F,x deux fois, F,x une fois, et difl@rentiant F,x une fois, F,. 
deux fois et ainsi de suite, et ajoutant a Z,a, on trouve: 


men n-F2 


et ainsı de suite: 


2 


| 
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ete. 


an ın— 


2. 


Ajoutant maintenant toutes ces dquations et designant pour abreger les va- 
leurs a gauche par: 


n+J3 


m 


/ 


et faisant: 


on trouVe:!: 


(;- 
T Sam +35. 23...2n 3...2n+2 + 2.3... 2n+tm 
etc. 
Pour appliquer cette formule a un exemple simple, supposons quon de- 
mande lexpression de la serie ee 


+55 


Eu la multipliant par 3, on reduira ala forme ei-dessus, lorsqu’on choi- 
sit une fonction f(x), pour laquelle on a: 
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puisqu'on doit faire 
n=4et m=)?. 


La fonction e* repond a cette condition, car on a alors 

done en posant m=?: 

Ül reste maintenant a trouver 

n==4 condwt l’equation 


dont les racines sont: 


done: 
= er = Iecosr tete, 
On a ensuite: 
F'x 


F,x. 
Au moyen de ces valeurs on trouve: 


2, = 6sine + 3e+3e“, 
2, = +3e +3e”, 


done 
+ +2) = 
Divisant done cette expression par 3, on trouve: 
S 

expression qu'il est de verifier par le d@veloppement. 

En terminant ces remarcpıes, nous ferons seulement observer, quon 
rendra la formule ei-dessus (pas. 208.) plus generale en ajoutant des con- 
stantes arbitraires aux intÖgrales. 


4 
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18. 


Aufgaben und Liehrsätze, 


erstere zu beweisen, letztere aufzulösen. 


(Lehrsätze vom Herrn Professor Plücker zu Bonn.) 


‚,W enn nach allen, einer beliebigen geraden Linie parallelen Tangen- 


ten irgend einer gegebenen algebr ee Curve beliebige, unter einander 
gleiche Kräite wir ken, so seht die Mittelkraft aus allen diesen Krilten 
beständig durch einen festen Punet, wie sich die Richtung der parallelen 
Tangenten auch ändern mag. 

Ks giebt noch einige Sätze, die dem vorstehenden analog sind. 

2. Wenn man auf einer geraden Linie QPO', welche irgend eine 
gegebene, stetig gekrümmte, in sich selbst geschlossene Linie berührt t, in 
Be ichen Abstiinden vom Berührungspuncte P, zu beiden Seiten desselben 
wei Puncte Q und Q° beliebig annimmt, und dann diese gerade Linie 
sich so bewegen lälst, dals sie fortwährend im Puncte P die gegebene 
Curve berührt, so beschreibt jeder der beiden Puncte Q und Q‘ eine in 
sich selbst zurückkehrende Curve. Der Flüchen-Inhalt dieser beiden Cur- 
ven ist derselbe. Der zwischen jeder dieser beiden Curven und der gege- 
benen Curve liegende Ring behält denseiben Fliichenraum, was für eine 
Curve die segebene auch sein mag, und dieser Flächenraum ist dem In- 
halte eines Kreises gleich, der PO zum Kadius hat. 


3. Neue Construction des Apollonischen Problems der Tactionen. 

(Um einen bestimmten Fall vor Augen zuhaben, wollen wir anneh- 
men, dals die drei gegebenen Kreise aulser einander und so liegen, dafs 
es einen Be rührungs-Kreis giebt, der die gegebenen Kreise alle drei um- 
hüllt, und einen andern, der keinen derselben umhüllt; die beiden eben 
genannten Berührungs-Kreise sind es, die wir construiren wollen.) 

Man bestimme auf der Central-Linie des ersten und zweiten ge- 
schenen Kreises die Mitten zwischen den beiden innern und den beiden 
äufsern Rändern dieser beiden Kreise, construire die Polaren dieser Mitten 
in Beziehung auf den ersten gegebenen Kreis und einen neuen Kreis, der 
diese beilen Polaren berührt und dessen Mittelpunet auf der Central - Linie 
jener beiden gegebenen Kreise liegt. Man erhält einen zweiten ganz 
analogen Kreis, wenn man in der eben angezeigten Construction den drit- 
ten gegebenen Kreis an die Stelle des zw eiten setzt. Die Pole der äufsern 
veme einschaftlichen Tangenten der beiden Constructions- Kreise, genommen 
in Beziehung auf den ersten gegebenen Kreis, sind die Mittelpuncte der 
beiden gesuchten Kreise. 

Dieselbe Construction behält ihre Anwendbarkeit, wenn an die Stelle 
von einem oder von zwei gegebenen Kreisen gerade Linien oder Puncte treten. 


N 


’ 
Ar 
i 
> 
bi 
- 
3 
5 
> - — R 
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4. Wenn irgend eine algebraische Curve, und auf dem Umfauge 
derselben irgend ein Punet gegeben ist, und man beschreibt in diesem 
Punete die Tangente und die Normale; legt ferner an die Curve 1) alle 
Tangenten die dieser Normalen parallel sind, und nennt die Abstände je- 
ner Tangenten von der Normalen n,, 9,5 9,3 An, 2) alle Tangenten 
die der Tangente im gegebenen Puncte parallel sind, und nennt die Ab- 
ten die durch den gegebenen Punet gehen (die Tangente in diesem Puncte 
selbst nieht mitgerechnet), und nennt die Winkel, welche diese Tangenten 
mit der Tangente im gegebenen Puncte bilden SO 
erhält man für den Krümmungshalbmesser der gegebenen Curve in dem 
gegebenen Puncte folgenden Ausdruck : 


2 


5. In allen Hyperbeln, welche auf einer gemeinschaftlichen Asynıp- 
tote, in unendlicher Entfernung, einen dreipunetigen Contact haben, ist 
dasjenige Dreieck, welches durch eine beliebige Tangente von dem jedes- 
maligen Asymptoten- Winkel abgeschnitten wird, von eonstantem Inhalte. 
Diesen Inhalt können wir das Maals der Krümmung der Hyperbel in 
unendlicher Entfernung nennen; je gröfser derselbe ist, desto langsamer 
nähert sich die Hyperbel ihren Asymptoten. 

Wenn irgend eine beliebige algebraische Curve und eine reelle 
Asymptote derselben gegeben sind, so giebt es unendlich viele Hyperbeln, 
welche mit der Curve auf der gegebenen Asymptote einen Contact zwei- 
ter Ordnung und dieselbe Krümmung haben. Für das Maafs dieser Krüm- 
mung erhalten wir folgenden Ausdruck: 


wenn wir voraussetzen, dals die gegebene Curve nach einer beliebigen 
Richtung = parallele Tangenten hat und 1) die Winkel, welche die durch 
einen beliebigen Punet der gegebenen Asymptote an die Curve gelegten 
Tangenten mit dieser Asymptote bilden, nennen, 2) die 
Abstände dieses beliebigen Punctes von denjenigen Tangenten, welche auf 
der Asyinptote senkrecht stehen, durch n,, 7,5 » und endlich 3) die 
Abstände derjenigen Tangenten, die der Asymptote parallel sind, durch 


Es Eis Ems bezeichnen. 


6. Wenn irgend eine algebraische Curve einen parabolischen Zweig 
hat, so kann man für das Maals der Krümmung dieses parabolischen 
Zweiges in unendlicher Entfernung, den Parameter einer oseulirenden Pa- 
rabel nehmen. Wenn man irgend einen Punct beliebig annimmt, und 
sich von diesem Puncte 2 Tangenten (reelle oder imaginüre) an eine solche 
Curve legen lassen, so giebt es eine Richtung, nach welcher sich nur 
m — 2 parallele Tangenten an die Curve legen lassen. Wir wollen die 


Crelle’s Juurnal d. M. VI. Ld. 2. Ilft. 25 


I 

| 


212 13. Aufgaben und Lehrsätze. 


Abstände dieser Tangenten von dem beliebig angenommenen Puncte durch 
bezeichnen, ferner die Winkel, welche die durch die- 
sen beliebig angenommenen Punet gehenden Tangenten mit der Richtung 
jener Tangenten bilden, ©, &, »... ®„ nennen, und endlich die Ab- 
stünde derjenigen Tangenten, die auf dieser Richtung senkrecht stehen 
und deren es (m —1) giebt: &, &5 Alsdann ist jener Krüm- 
mungs- Parameter gleich: 
(Die Fortsetzung folgt.) 


.tango, 


(Par M. ©. G. J. Jacobi, prof. en math. ä Königsberg. ) 


7. Probleme d’analyse. Soit donnde l’&quation Y) 


on pourra trouver successivement les dill@rentielles des ordres sup£@rieurs: 
etc. On demande l’expression generale de 7 
8. Probleme d’analyse indeterminde. 
... 7° des nombres irrationnels donnes par autant de decimales qu’on 
voudra, et soit donnee l’equation: 
rm — 0, 
A, A, 0... 4” etant des nombres entiers inconnus. On demande 
une methode generale et directe de trouver ces nombres. 


0x 


(Lehrsätze von Hrn. Prof. Gudermann zu Cleve.) 


9. Wenn man die drei Seiten eines sphärischen Dreiecks {BC 
(Taf. I. Fig. 21.) durch die Puncte EZ, F, D halbirt, und durch die bei- 
den ersten einen Hauptkreis legt, so wird die verlängerte Grundlinie JB 
davon in einem Puncte X so geschnitten, dafs DX = 90 Grad ist. 

Wenn man ferner =FE und AM = BD macht, und den Bo- 
gen MN eines größten Kreises zieht, so ist immer das Dreieck XAMN an 
M vechtwinklig und der Bogen MN das Maals für den halben Inhalt 
des Dreiecks BC. Bezeichnet man nemlich den Überschuls der Summe 
der drei Winkel desselben über 180 Grad mit e, so ist: e=2.MN. Con- 
struirt man ferner über der Grundlinie AB ein zweites Dreieck ABC’ mit 
einem gegebenen Winkel BAC’ so, dals ECU’=EA ist, so ist jedesmal 
auch =F’B und | 

Endlich ist auch das Dreieck ABC'= ABC und Dreieck CC’ 

Man kann auch die Construction des Dreiecks ABC’, statt wie vor- 
hin, dadurch bedingen, dafs EE’ = FF sein müsse. 

‘s wird ein. möglichst einfacher oder elementarer Beweis dieses 
Theorems. verlangt. 


| 
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Hinzugefügt kann noch werden, dafs wenn man in D ein Perpen- 
dikel aufsteigen läfst, wovon EX in Y geschnitten wird, und man die Ver- 
längerung YZ=90 Grad macht, der Punet Z der Mittelpunct des dem 
Dreiecke ABC oder ABC’ zugehörigen Lexellschen Kreises ist, und 
also ZC = ZC’ den Radius dieses kleinen Kreises ausdrückt. 


10. Beschreibt man über den drei Diagonalen eines vollständigen 
ebenen Vierecks, als Durchmesser, ähnliche und ähnlich liegende Ellipsen, 
so schneiden sie sich zweimal in einem und demselben Puncte. 


(Par un anonyme.) 


11. Theoreme de g&ome6trie. Supposons qu’un angle mobile 
et de grandeur donnde touche constamment une m&me courbe donnde; 
soit P un des points de la courbe decerite par le sommet de l’angle et 
A, B les points de contact de la courbe donnee qui repondent a ce point: 
la normale menee au point P a la courbe deerite par le sommet de Van- 
gle mobile passera par le centre du cercle eirconserit au triangle PAB., 

Si langle mobile est droit, la normale passera par le milieu de 
la corde de contact AB. On en tire aisöment le eonnmu, que 
la courbe deerite par le sommet d’un angle mobile droit, dont les co- 
tes touchent constamment une conique, est un cerele concentrique a 
cette courbe. 


(Aufgaben von Anderen.) 


12. Nachdem nachgewiesen worden, dafs ein geradliniges Dreieck 
ABC (Fig. 22.) durch die drei geraden Linien AP, BQ, CR, die, durch die 
Ecken desselben gehend, in einem und demselben Punet sich schneiden, 
bestimmt wird, so dals mit gegebenen drei Scheitellinien nur Ein Drei- 
eck möglich ist, käme es darauf an, die Seiten, Winkel und den Inhalt 
des Dreiecks ABC durch die Scheitel-Linien 4P, BO, CR auszudrücken, 
desgleichen die Abstünde ihrer Durchschnitte mit den Seiten von den 
Ecken des Dreiecks, und die Winkel- Abstände der Scheitel-Linien von 
den Seiten des Dreiecks, für welche bekamntlich die Gleichungen 

AR.BP.CQ —= BR.CP.4P, und 
sinBAP.snCBQ.sin = sinCAP.sin ABQ.BER 

Statt finden. 

Aus einem allgemeinen Ausdrucke des Inhalts A des Dreiecks 
durch die Scheitel-Linien P=p, BQO=g, CR=r würden sich z.B. 
unmittelbar die bekannten, dem Ausdrucke des Inhalts durch die Seiten 
analogen Ausdrücke desselben für die Fälle ergeben, wenn die Scheitel- 
Linien auf den Seiten senkrecht stehen oder sie halbiren, nemlich: 


a 
| 
; 
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für den ersten Fall, und 


für den zweiten, die sich einzeln bewiesen in den Elementen finden (z. B. 
in dem Lehrbuche der Geometrie des Herausgebers, Berlin 1826., Ister 
Band 5. 144.); desgleichen der Ausdruck für den dritten elementaren 
Fall, wenn die Scheitel-Linien die Winkel des Dreiecks halbiren, welcher 
Ausdruck noch nicht in den Elementen angetroffen wird. 


Die Theorie der Scheitel-Linien im Dreieck dürfte überhaupt noch 
manche interessante Sütze geben. Man findet einiges Frühere dahin Gehö- 
rige in Kästner’s „„geometrischen Abhandlungen,” in Puissant ,, Recueil 
de «diverses propositions de g@ometrie” und in einer kleinen Schrift des Her- 
ausgebers, unter dem Titel ‚Uber einige Eigenschaften des ebenen gerad- 
linigen Dreiecks, rücksichtlich dreier durch die Winkel-Spitzen gezoge- 
ner gerader Linien, Berlin 1816.” 

13. Es käme auf die Sätze von den grölsten Kreisen an, die, durch 
die Spitzen eines Kugel-Dreiecks gehend, in einem und demselben 
Puncte sich schneiden. 


14. Es sei eine der vier dreieckigen Seiten-Ebenen einer dreisei- 
tigen Pyramide gegeben, nebst einer der drei Kanten aus der vierten 
Keke nach der gegebenen Seiten-Ebene: man soll die beiden andern nicht 
v»egebenen Kanten unter der Bedingung finden, dafs das sphärische Dreieck, 
welches von den drei nicht gegebenen Seiten-Ebenen der Pyramide be- 
grenzt wird, ein Maximum sei. 


15. Aus fünf von den sechs Winkeln zwischen den Seiten- Ebenen 
einer dreiseitigen Pyramide den sechsten Winkel zu finden. 


16. Aus den nemlichen fünf Winkeln und der Kante am sechsten 
den körperlichen Inhalt der Pyramide zu finden. 


17. Wenn zwei Polyöder eine gleiche Zahl dreieckiger Seiten-Ebe- 
nen haben, und die Winkel, welche diese Seiten- Ebenen mit einander 
machen in beiden Poly&dern die nemlichen sind: sind dann diese Polye- 
der einander ähnlich? und wenn sie es sind: wie viel Winkel zwischen 
den Seiten-Ebenen werden durch die übrigen bestimmt ’? 


| 
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19. 
Beiträge zu der Lehre von den Kettenbrüchen, nebst 
einem Anhange dioptrischen Inhalts. 
(Von dem Herın Prof. A. F. Möbius zu Leipzig.) 


Bei Abfassung des im 2ten Heft des Sten Bandes befindlichen Aufsatzes über 
die Haupt - Eigenschaften eines Systems von Linsengläsern, wo ich diese Ei- 
genschaften aus denen der Kettenbrüche zu entwiekeln suchte, führte mich 
der innige Zusammenhang der Lehre von den Kettenbrüchen mit den Eigen- 
schaften der Linsensysteme zu verschiedenen Bemerkungen über die ersteren, 
welche mir neu, und, wenn auch nur den Elementen angehörend, einer 
spätern ittheilung nicht ganz unwerth schienen. Ber in der erwähnten 
Abhandlung erwiesene Satz, dafs die Wirkung jedes Systems von Gläsern, 
eben so wie die jedes einzelnen Glases, durch zwei gegebene Puncte (die 
Brennpunete) und durch eine Linie von gegebener Länge (die Brennweite) 
vollkommen bestimmt ist, und die leicht auszumittelnde Art, nach der, 
wenn ein Gläsersystem in mehrere einzelne Systeme zertheilt wird, aus 
den Wirkungen und der gegenseitigen Lage der einzelnen die Wirkung 
des ganzen beurtheilt werden kann, veranlafsten mich, auf analoge Weise 
einen Kettenbruch in mehrere einzelne zu zerlogen, um somit nach Be- 
rechnung dieser einzelnen und ihrer Wiedervereinigung zu einer kürzern 
Form des anfänglichen, so wie zu merkwürdigen Eigenschaften der Ket- 
tenbrüche überhaupt zu gelangen. 

Die Ergebnisse dieser Untersuchungen sind in den nachfolgenden 
Blättern enthalten. Voran 'geht die Entwicklung der Haupt-Kigenschaf- 
ten der Kettenbrüche, so wie der für diese Lehre besonders wichtigen, 
aus beliebigen Elementen gebildeten ganzen rationalen Zusammensetzun- 
gen (sie sind hier, so wie in dem oben gedachten Aufsatze durch Ein- 
schliefsung der Elemente mit Klammern angedeutet), deren gegenseitige 
telationen schon Euler in einer besondern Abhandlung (Specimen algo- 
rıthmi singularis in Nov. comment. Petrop. Torn. IX.) untersucht hat. 
Doch glaube ich hier ($. 5. — 7.) diese Relationen etwas schärfer, als Eu- 
ler, der sich oft nur der Induetion bedient, erwiesen zu haben. Dies 
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gelang 'mir theils durch die vorhin erwähnte Zerlegung eines Kettenbruches 
in zwei oder mehrere Theile, theils dadurch, dafs ich ähnlicher Weise 
wie Euler für jene Zusammensetzungen einen Algorithmus für die Ket- 
tenhrüche selbst zu bilden suchte, womit aber nicht bloß dem Erweis 
jener von Euler entdeckten Relationen, sondern der Elementarlehre von 
den Kettenbrüchen überhaupt einiger Nutzen gebracht sein dürfte. 

Zum Schlusse habe ich noch die oben sedachten Sätze von den 


\ilsemeinen angebbaren zwei Brennpuncten 


bei ıedem Glisersystem im 
4 


und Brennvreiten und von den daraus zu berechnenden Wirkungen des 
Systems, so wie auch die Haupt-KEigenschaften der Fernröhre auf eine 
neue, der Einfachheit dieser Sütze entsprechende, ganz elementare Weise 


dargethan. 


&. 1. Ein Kettenbruch entsteht, wenn man von einer Reihe auf 


einander folgender Brüche zu dem Nenner des ersten Bruchs den zweiten 


addirt, sodann in diesem Aggresate den Nenner des zweiten um den drit- 
ten Bruch vermehrt, u. s. w. Hieraus folgt sogleich, dafs ein Kettenbruch 
seinen Werth nieht ändert, wenn Zähler und Nenner irgend eines der ein- 


zelnen Brüche. so wie der Zähler des nüchstfolgenden Bruchs mit einer 


und derselben Zahl multiplicirt werden. Sind daher 
b c d 
die einzelnen Brüche, welche den Kettenbruch ausmachen, so werden auch 


pa gb ? sd’ 

in Verbindung denselben Kettenbruch erzeugen, was für Werthe auch p, g. 
r, S, 2... haben mögen. Man kaun hiernach die anfänglichen Brüche («.) 
immer so umbilden, dals in den neuen Brüchen (3.) die Zähler (oder die 
Nenner) irgend gegebene Werthe 4, 5, C, D, 2... haben, indem man 
die willliürlichen 2, 9 aus den Gleichungen pe =4, pyß=B, 
gry==(, etc. (oder pa=4A,gb=B, rc=C, etc.) bestimmt. 

Ohne daher der Allgemeinheit Abbruch zu thun, kann man immer 
die Zähler smmtlicher einzelnen Brüche der positiven Einheit gleich setzen, 
wie dies auch bei Elementar-Untersuehungen über Kettenbrüche zu ge- 
schehen pflegt. Im Gegenwärtigen sollen aber aus weiterhin sich erge- 


benden Gründen nur der Zähler des ersten Bruchs =+i, die der übri- 
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sen dagegen =—1 gesetzt werden, so dafs in der Reihe (a.): 2=1, 

Wird aldanm Jel,y=—l, r=1, s=—1, 

und so fort abwechselnd genommen, so wird die umgeformte Reihe (2.): 
1 1 1 l 


woraus erhellet, dafs man in der hier anzuwendenden Form mit negativen 


.— 


Zihlern die Nenner des 2ten, 4ten, 6ten etc. Bruchs negativ zu nehmen 
hat, um diese Form auf die gewöhnliche, wo jeder Zühler = +1 ist, 


zu redueiren. 


Der Raum-Ersparnifs willen mögen nun die Kettenbrüche von der 


besagten Form, wie 

1 1 1 1 
a’ 1 ? 1 


2 


© 


d 
duvch (a), (a,b), (a,b,c), (a,b,c,), w. ausgedrückt werden. Hier- 


U. 5 Wo 


nach ist: 


1 1 1 
1. la,b)= — — 
(@, 6) a—(b)? (a, b,c) ) a— (b,c,d)’ US. Wi, 
s9 wie 
1 1 
\ ( ) (a, b, c) ’ 


ben so ist, wenn man (c,d,e,....)=p setzt: 

2. (a,5,6,d,&,....) = (,b—p) = 
und auf gleiche Art: 


Ferner leuchtet ein, daß, wenn z.B. in (a,Ö,c,d) das letzte Ele- 
ment d unendlich grofs genommen wird, der Kettenbruch in (@,b, ec) über- 
geht. Setzt man aber d=0, so fällt nicht nur das letzte, sondern auch 
das vorletzte Element weg, d.h. es ist: 

b,c,0)= (a,b), und eben so (a,b,c,d,0) = (a,b,c). 1.5. W., 

Iso wie = (a,b,c), u. Ss W. 

$. 2. Aufgabe. x ist durch y und die Constanten «a, b, c, d, e, 
mittelst des Kettenbruchs 

4. x (a,b,c,d,e,y) 
gegeben. Man soll umgekehrt y, durch x ausgedrückt, finden. 
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Auflösung. Aus (4.) folgt nach (1.): 


1 
(a,x) (b, .. .+Yy) (6,....7)? folglich =b—(a,x), oder 


(b, a, &) 0—(d,ey)’ 


und hieraus eben so: 


1 1 1 


ac) (Y oder 
y= (e,d,c,b,a,&). 

$. 3. Aufgabe. Die im vorigen $. angenommene Relation zwi- 
schen x und y durch eine Gleichung darzustellen, in der weder x noch 
y, in Kettenbrüchen enthalten, vorkommen. 

Auflösung. Da von den zwei identischen Gleichungen 

4. z= wd 5. y= (ed,c,b,a,x), 
vermöge der ersten, jedem Werth von y nur ein Werth von x, und ver- 
möge der zweiten, jedem x nur ein y zukommt, so mufs die gesuchte 
Gleichung zwischen x und y von der Form sein: 

(..) 

Nach (3.) wird nun, wenn man in y=x% setzt: x = (a,b,c,d,e). 
Für denselben Werth von y redueirt sich aber (a.) auf: C+Dx=0. 
Mithin ist: 


C:D= —(a,b,c,d,e). 
Eben so wird für y=0, wegen (4): 2=(ra,b,c,d), und wegen («.): 
4+-Dbx=0; folglich: 

() A:B= —(a,b,0,d). 


Auf gleiche Art ergiebt sich, wenn man in (5.) und («.) das eine Mali 
x das andere Mal setzt: 

(d) B:D=—(e,d,c,b,a), (e.) A:l=—(ed,c,b), 
und wenn man (b.) mit (e.) und (c.) mit (d.) multiplicirt: 

Hiermit haben wir zugleich eine der bemerkenswerthesten Relationen zwi- 
schen Kettenbrüchen 

erhalten, in welcher, wenn sie auf eine beliebige Anzahl von Elementen 
ausgedehnt wird, «@ und 5 das erste und zweite, e und d das letzte und 
vorletzte Element bezeichnen. 


| 
| 
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Substituiren wir jetzt die gefundenen Verhältnißswerthe von 4, B, 
Din (e.), so kommmt: 
zwei Gleichungen, denen man auch die Form: 


0, oder 
0, 


geben kann. 


$. 4. Zusätze und Folgerungen. «) Setzt man in (7°.) für 
x seinen Werth aus (4.), so kommt die identische Gleichung : 


wo noch 7 — für Y—(e,....0) gesetzt worden (1.). 
Man schreibe jetzt f statt y und bezeichne die Differenzen: 
22.40), — uU. S. W> 
mit u.8.w., so hat man: 


und eben so: 


Ala,...d) Ala,b,c), 
A (a, b, (dy....a) (e, b, a)Ala, b), 
(a,b) (e,b,a) (b,a) Ala), 


folglich, weil (e,5) = und daher = (a,b) —(«) 
= (b,a)(e)’ wird: 
A(a,b) = (e,b,.a)(b, a)’ (a)’, 
A (a,b,ec) = (d,c,b,a)(c, b, a)’ (b, a)’ 
= 
u. 


8 


5) Die Gleichung (7°. ) läßst sich daher auch so darstellen: 

9. = 
woraus wir den Schlufs ziehen: Wenn von zwei veränderlichen Grölsen 
x und y, die eine von der andern so abhängt, dals = = (a,....e,y), folg- 
lich auch y=(e,....0,%), 50 ist, je nachdem > oder < (a,....e) ge- 
nommen wird, auch y > oder < (e,...,0), indem das Product aus den 
Differenzen — (a,....e) und y—(e,....e) einem, von x oder y übrigens 
unabhängigen Quadrate gleich ist. 
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r) Von den zwei nach (7°. ) identischen Ausdrücken: 
entsteht der eine aus dem andern, indem man die Elemente a, b, c, d, e 
In ee Kolse nimmt. Es wird daher auch das dem erstern die- 
ser Ausdrücke gleich gefundene, aus Quadraten zusammengesetzte Product 
durch der Elemente a,....e mit e,....a seinen Werth 
nicht ändern; also, nach Ausziehung der Wurzeln: 
Um über das doppelte Vorzeichen zu entscheiden, so begreift man 
leicht. _ wenn bald das eine, bald das andere Statt finden sollte, ein 
soleher Wechsel nur bei Anderung der Elementenzahl eintreten könnte, 
nicht aber hei Anderung der Werthe der Elemente, während ihre Anzahl 
dieselbe bleibt. Nimmt man nun alle Elemente einander gleich an, so wird 
weiches auch die Zahl der Elemente sein mag. Mithin kann immer nur 
das obere Zeichen in jener Gleichung Statt haben, also: 
30. 


d) Dasselbe Resultat küfst sich auch unmittelbar aus der Gleichung 
(6.) und den ihr analogen herleiten, wie jeder ohne Schwierigkeit fmden 
wird, Auch hätte man durch dieselbe Gleichung selbst zu den Gleichun- 
gen (7. und 7°.) geradezu gelangen können. Es ist nemlich nach (6.), 
wenn y als neues Element zu a@,....e hinzugefügt wird: 
oder nach (1.): (d,....6,)) 


y—(e..b) 
Setzt man hierin x für an Y), so hat man die erste der Glei- 
chungen (7.) und damit auch zugleich die übrigen gefunden. 


$. 5. Man setze die aus den Elementen «, . . . . e gebildete Function : 


1 
—— d 
11 le,d,c,d,e], 
so ist zufolge der Gleichung (10.): 
a, b, d, e| [6 d, 


und eben so bei jeder kleinern oder gröfsern Zahl von Elementen. 


Diese neuen durch Klammern angedeuteten Zusammensetzungen 
der Elemente @, 5, c, .... spielen in der Lehre von den Kettenbrüchen 


In 


19. Möobius, von Ketlenbrüchen. 


eine sehr wichtige Rolle und besitzen eine nicht geringe Anzahl merkwür- 
diger Eigenschaften. 

Die aus dem Bisherigen unmittelbar fliefsenden Eigenschaften der- 
selben sind folgende. 


a) Der Werth einer solchen Function ändert sich nicht, wenn die 


Elemente ım umgekehrter Folse genommen werden {12.). 
4 
b) Weil nach (11.): ist, so kommt, 
\ / \ J 
wenn man diese Gleichung durch (11) dividirt: 
nu . la 0.00 d} 


wonach daher jeder Kettenbruch von der in $. 1. angenommenen Form 
als der Quotient zweier dergleichen in einander dividirten Functionen 
dargestellt werden kann. 


c) Eben so ist: (d,...0o)= Mit diesen Werthen fur 


und (d,....a) verwandelt sich die Gleichung (1.): (e,....e)= 
in 


und auf gleiche Art hat man: 

Endlich ist [e,ö] = mei, so dafs daher, weil analog 
mit den vorhergehenden Formeln [e,ö]=]|a]b—[ ] sein sollte, wir schlie- 
fsen können, dafs, wenn innerhalb der Klammern kein Element mehr vor- 
kommt, ein solcher Ausdruck der Einheit selbst gleich ist. 

Die neuen Funetionen sind demnach insgesammt rationale und ganze 
Functionen ihrer Elemente, nemlich: 

wsWw., 
und mit Hülle derselben kann nach (13.) jeder ENREGER ch in einen ge- 
wöhnlichen Bruch mit rationalem und ganzem Zähler und Nenner ver- 
wandelt werden. 

d) Werden in den Gleichungen (8.) die eingeklammerten Aus- 
drücke statt der Kettenbrüche eingeführt, so erhält man: 
1 


la,....d]le,....e] 


= Ala,....d) = (9...) = 


; 
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und damit die merkwürdige Relation: 
15. — [e,....e] [d,....d] = 1*). 
Endlich kann der Gleichung (9.) zwischen x und y die sehr ein- 
fache gegeben werden: 
oder, wenn man die Kettenbrüche durch Functionen mit Klammern aus- 


«drückt, und mit Anwendung von (15.): 
16°. [a,....dje — [d,....e]y+ 107 


$. 6. Um etwas verborgener liegende Eigenschaften der Ketten- 
brüche und der mit ihnen verwandten Functionen zu entdecken, wollen 
wir in der Gleichung (4.), wo eine beliebige Anzahl constanter Elemente 
und ein veränderliches Element y, zu einem Kettenbruche verbunden, den 
\Wertlı einer andern Veränderlichen x bestimmten, die Reihe der Elemente 
als aus zwei Gruppen bestehend uns denken und demzufolge 

zu 

schreiben. Hierbei sind nemlich @, und 5’ die zwei ersten Elemente, 
‘se, f und d‘, e', y die drei letzten Elemente der ersten und zweiten Gruppe. 
Die Anzahl der Elemente in jeder der beiden Gruppen ist willkürlich, 

Man setze nun 

so wird nach (?2.): z=(a.....e,f—w); also wenn man 


*, Bei Euler, welcher die einzeinen Brüche —, arte nicht durch Sub- 
a 


traction. wie hier geschehen, sondern durch Addition zu einem Kettenbruche vereinigt, 
haben deshalb auch die Ausdrücke [a,d,c,....] eine etwas andere Bedeutung. Statt 
dals nemlich hier die P’roducte, in welche sich diese Ausdrücke auflösen lassen, durch 
Addition und Subtracetion wechselsweise mit einander verbunden sind, sind sie es dort 
p»lols durch Addition: und eben so werden sich auch die zwischen solchen Ausdrücken 
selbst hier aufzesteilten IRelationen von den dortigen rücksichtlich der Vorzeichen un- 
terscheiden. So ist zwar die Formel (12.) auch bei Euler ganz dieselbe. Dagegen 
miissen in den Formeln (1#.), um sie in die Eulerschen zu übertragen, statt der Mi- 
nuszeicher rechter Hand, Tluszeichen gesetzt werden. In (15.) aber ist statt der 1 


zur Rechten, +1 zu selzen, —1 bei einer ungeräden, —1 bei einer geraden Anzahl 
der Flemenie «a, .... e. Eben so mufs auch in den später folgenden Formeln (20. 


und 24.) das Glied zur Rechten nach Beschaffenheit der Elementenzahl bald positiv bald 
genommen werden. 

Diese doppelten Vorzeichen fallen nun bei der von mir angenommenen Bildung 
der Nettenhrüche durch Subtraetion überall hinweg, daher ich dieser Bildung, der da- 
anrch für das Folgende bewirktenr grölseren Einfachheit willen, den Vorzug geben zu 
inüssen geglaubt habe. 
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(e) f=v+w setzt: 
(d.) z = (0,...6v) 

Die Gleichung («.) kann hiernach, als durch Elimination von v und 
zo aus (b., c. und d.) entstanden, angesehen werden. Um diese Elimina- 
tion jetzt auszuführen, setze man: 

so gehen die Gleichungen (d. und d.) nach (16.) über in: 


und man erhält in Verbindung mit (c.): 


(e.) 


als das gesuchte Resultat der Elimination. 


Zu einer Gleichung zwischen x und y, wo keine dieser beiden 
Veränderlichen in einen Kettenbruch mehr verwickelt ist, führt aber (a.) 
unmittelbar, wenn man 

setzt, indem dann 

(e. und f.) müssen daher zwei identische Gleichungen sein. Es folgt aber 
aus (f): für für y=P” Substituirt man 
diese zwei Paare zusammengehöriger Werthe von x und y in (e.), so kommt: 

Da ferner @ und 2° zwei zusammengehörige Werthe von x und y 

in der Gleichung (e.) sind, so hat man wegen (f.): 

Mittelst der drei Gleichungen (g. und A.) werden die drei Con- 
stanten a’, 2”, y’ in (‚f) durch die Constanten in (e.) bestimmt, und es 
können daher aus der Vergleichung von (e.) mit (f.) nicht noch andere, 
aus (g.) und (A,) nicht schon fliefsende Gleichungen hervorgehen. 


Durch Verbindung der drei Gleichungen (g. und A.) erhält man 
leicht folgende: 
2 „112 „1? 
Zieht man aus diesen die Quadratwurzeln, und behält, was bald 
nachher gerechtfertigt werden wird, blofs die positiven Vorzeichen bei, 
Crelle's Journal d. M. VI. Bd. 3. 30 


2 
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und setzt endlich für P/, 0 aus dem Vorigen ihre 
Werthe, so ergeben sich die Relationen: 


9. 


von denen sich die beiden ersten nur durch die entgegengesetzte Folge 
ihrer Elemente, also nicht wesentlich von einander unterscheiden. 


Drückt man die in (17. und 19.) noch vorkommenden Kettenbrüche 
nach (13.) durch Funetionen mit Klammern aus, so kommt nach leichter 
Reduction: 

20. — Le, = 
oder noch einfacher, weil [a,....e]f— [a, ....d] = [r, ....f} ist: 

Um uns noch von der Richtigkeit der bei Ausziehung der Wurzeln an- 
genommenen Vorzeichen zu überzeugen, so ist es, wie schon in $. 4. erinnert 
worden, hinreichend, diese Richtigkeit für bestimmte Werthe der Elemente, 
aber für eine unbestimmte Anzahl derselben darzuthun. Man setze daher 
sümmtliche Elemente einander gleich, jedes = 2, so erhält man nach (14.): 


und nach (13.), (2,3, 2,....)== wenn m die Anzahl der Elemente 


bezeichnet; also (2,2,2,....) = einem positiven echten Bruche, der sich 
desto mehr der Einheit nähert, je gröfser die Elementenzahl ist. Hiermit 
übersieht man nun sogleich, dafs (wenn jedes Element =? ist, welches 
übrigens auch ihre Anzahl sein mag) das in jeder der Gleichungen (17. — 
19.) zu beiden Seiten des (=) Zeichens Befindliche eine positive Gröfse 
ist, dals folglich diese Gleichungen, mithin auch die daraus abgeleiteten 
(20. und 21.), hinsichtlich der Vorzeichen ihrer Glieder, richtig sind. 


$. 7. Die Gleichung (20.) kann als eine Verallgemeinerung von 
(15.) angesehen werden, indem die erstere Gleichung in letztere über- 
geht, wenn man auf e unmittelbar e‘ folgen läßt. Man kann aber die 
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Gleichung (20.) selbst noch sehr verallgemeinern, wenn man die Reihe 
der Elemente in noch mehr als zwei Gruppen zerlegt. 
Bestehe sie zuerst aus drei Gruppen und sei sie daher nach einer, 
der vorigen analogen Bezeichnungsart: 


so ist wie in (17.): 


folglich 
[a‘, .... [a”, .... e'’] >> e'’] 


eine Relation, deren Bildungsgesetz, wenn man sie mit der oben stehen- 
den Reihenfolge der Elemente zusammenhält, sehr leicht erkamnt wird, 
und daher keiner weitern Erörterung bedarf. 


Von dieser allgemeinen Relation kommt man auf (20.) wieder zu- 
rück durch Weglässung der Elemente ....e, so dals noch f, ...e‘, 
fs übrig bleiben. Hiermit wird [e,....e|=1 (vergl. $. 5.), 
und (24.) geht über in: 


Eben so gelangt man wieder zu (20.), wenn man die letzten Ele- 
‘dd 


mente a, .... e‘ streicht und die noch übrigen in umgekehrter Folse 


nimmt. 

Vernichtet man aber die mittlern Elemente @’, .... e’ und lälst daher 

die Reihenfolge der Elemente sein, so ist [e‘,....e'|=1 zu setzen, und 
(24.) verwandelt sich in: 

welches auf (22.) hinauskommt. | 

Die Gleichung (22.) kann insbesondere dienen, um Producte aus 
Funetionen mit Klammern “in Summen derselben aufzulösen, eben so, wie 
ein Product aus Sinussen und Cosinussen in eine aus diesen Linien beste- 


hende Summe verwandelt werden kann. So ist z.B. 
30* 


| 
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la, 6, ella,b,e] = + [a, 6] 
10, 6] e‘] 6,6%, + [alle‘}, 
[e] folglich 
d, e] [e‘, 2’, + [e,b, -+ [a,c‘] +1. 


Werde jetzt das System der Elemente in vier Gruppen zerlegt und 
sey es daher 

so erhalten wir auf ganz ähnliche Art, wie wir vorhin zu (23.) gelangten, 
die Relation: 


| 


I. 
[a 


woraus sich die bei noch mehreren Gruppen Statt fmdenden Gleichungen 
von selbst abnehmen lassen, 


$. 8. Nachdem in dem Bisherigen die merkwürdigsten Relationen 
zwischen Kettenbrüchen und den mit ihnen verwandten Funetionen ent- 
wickelt worden sind, will ich noch zeigen, wie die Zerlegung der Ele- 
mente eines Kettenbruchs in mehrere Gruppen nicht selten zur Verein- 
fachung seiner Form und seiner Berechnung mit Nutzen angewendet wer- 
den kann. Sei zu dem Ende, wie in (4.), x durch y und mehrere con- 
stante Elemente mittelst eines Kettenbruchs gegeben. Man bilde aus den 
Elementen mehrere, z. B. vier, Gruppen, und we daher an: 
Man setze nun: 
so ist nach (2.): 
und nach (16.), wenn man noch (a,...)=a, 1:[0,....E] 
=y, (a,...e)=«, us. w. setzt: 


folglich = «+ 8. W., und wenn man 


daraus x’, x’, x’ successive eliminirt: 
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zs=a-+ 
ar! 


F y— 

Hiermit erscheint der Werth von x wieder in der Gestalt eines 
Kettenbruchs, der jedoch nur aus so vielen Gliedern besteht, als in wie 
viel Gruppen man die Elemente des anfänglichen vertheilt hatte. 

Es läfst sich aber dieser neue Kettenbruch auf eine für die Berech- 
nung noch bequemere Form bringen. Man setze 
u. 8. w., so werden die Gleichungen («@.): 

6) us w. 
— 
Es ist aber nach (19.): 
und eben so: Ferner war 


tuirt man alles dieses in (2.), und setzt hierauf noch der Kürze willen: 
so verwandeln sich die Gleichungen (b.) in: 


Endlich ist und wenn man 


darin den aus den vorhergehenden Gleichungen, nach Elimination von v‘, 
v’, flielsenden Werth von v substituirt : 
27, 


1 [a’, ... e‘] 
.e]+ ..e][a”, .. 


[a,. — ‘ 


$. 9. Von dieser Formel, deren Fortgang bei einer noch grölsern 
Anzahl von Gruppen von selbst erhellet, wird sich der Nutzen am besten 
durch Anwendung derselben auf einige besondere Fülle erörtern lassen. 


u... 
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Nimmt man, was bisher unbestimmt blieb, die Anzahl der Elemente in 
jeder Gruppe, gleich grols an, = m, so ist in (27.) die Aufgabe gelöst: 
einen Kettenbruch von der in $. 1. angenommenen Form in einen andern 
zu verwandeln, der m mal weniger Glieder hat. 
Soll daher z.B. der Kettenbruch 
f, a, 2...) 

in einen andern mit halb so viel Gliedern umgeformt werden, so hat man 
in Vergleich mit (26.) die Elemente b,....6, We 
als weggelassen zu betrachten, und es wird [2,....e]=1, [e,....e]=e, 
ws. w., e]= —a—e‘ ($.5.c.), 
la’, = — u. 5. w.; folglich nach (27.): 


1 1 
a aa 
a— 1 — a— 
f’— etc 
also auch, wenn man f, mit den entgegengesetzten Zeichen nimmt: 
29. = 
ete. 
So ist .B., wenn wre setzen, nach (29.): 
. + 1 12 — etc. 6 — etc. 


wobei daher die Berechnung von Y?2 dureh den letztern Kettenbruch nur 
halb so viel Glieder zu berücksichtigen erfordert, als wenn Y? durch den 
erstern berechnet werden soll. Da ferner nach (28.): 


1 1 
6 1 24 1 3+— etc. 


und damit von Neuem eine doppelt so schnelle Convergenz, also eine vier- 
mal schnellere als bei dem anfänglichen Kettenbruche bewirkt. 

Um einen Kettenbruch auf emen andern mit einer dreimal gerin- 
gern Zahl von Gliedern zu reduciren, so kommt, wenn man in (26. und 
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27.) die Elemente c,....&, ....E, us. w. wegläfßt und der Kürze wil- 
len ab —1=a, u. s. w., 2, f, @’, 
— 4, us. w. setzt: 


1 <a 1 a! 
30. 1 aa 
1 A— aa! 
1 etc. 


Will man in dem Kettenbruche zur Linken die einzelnen Brüche 
durch Addition verbunden haben, so nehme man die Elemente von ge- 
rader Stellenzahl, b, a, f, a’, 2... mit entgegengesetzten 
Zeichen. Sei demnach —2] = —1=—P, [—e«‘, = [e’, —b’] 
—b’J=—P', u.s.w. Da ferner, wie leicht ersichtlich, 
die Entwickelungen von [e, f, —«’, b’] und [—a, b, —f, a’, — b’] ge- 
funden werden, wenn man in obiger Entwickelung von [a, b,f, b’] alle 
Glieder das eine Mal mit positiven, das andere Mal mit negativen Zeichen 
nimmt, so setze man: 


und es wird die vorige Gleichung: 
1 1 
a+ 1 B— B+ 
etc. 
etc. — etc. 

Mit Anwendung auf das obige numerische Beispiel, wo jedes der 
Elemente = 2 war, ergiebt sich B=P’=....=5, 
und daher: 

etc. etc. 14 + etc., 


wodurch wir einen Kettenbruch erhalten haben, von welchem die ersten 
n Glieder den Werth von Y? mit derselben Genauigkeit darstellen, als 
ihn die ersten 3m Glieder des anfänglichen geben. 


$. 10. Nicht selten tritt der Fall ein, dafs in einem Kettenbruche, 
wie (26.), zwischen gewissen willkürlich zu nehmenden Elementen die an- 
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dern stets auf dieselbe Weise wiederkehren. Seien /, f/, f, .... die 
erstern Elemente, zwischen denen die übrigen sich periodisch wininebehen, 
sodass 
und daher [a,....e]=[«', ....e]=[e',....e’]=.... In diesem Falle 
läfst sich der reducirte Kettenbruch (27.), bei welchem mit jeder neuen 
Periode ein neues Glied anhebt, noch etwas einfacher darstellen. Es wird 
nemlich nach (21.): 

wenn wir [a,....e]=4, [b,....e]=B, [e,...d]=D setzen; und eben 
so [a’,....e]=A[4f—D—B], u. s. w., folglich nach leichter Reduction: 

32. 


— 
Af"'— ete, 
So fliefst z.B. schon aus (28. und 29.): 
33. - 1 i 
a 
a+ af+2— 
af +2— 777 2 etc. 
ete. 


Ferner ist für die Entwickelung von (a,b, f,a,b, A= 
b, D=a, und mithin 


1 
34. 1 1 


7 (ab—1) f-a—b— 
Sollen in dem Kettenbruche zur Linken blofs positive Zeichen vor- 
kommen, soll also der Kettenbruch (a, —b, f, —a,b, —f',a,—b,f", ....) 
redueirt werden, so scheint es wegen des Wechsels der Zeichen von a 
und b nöthig, zu der allgemeinern Formel (31.) zurückzukehren, um damit 
zu erfahren, welche a und welche 5 in (34.) zur Linken mit entgegen- 
gesetzten Zeichen zu nehmen sind. Indessen kann man das gesuchte Re- 
sultat auch aus (34.) unmittelbar auf folgende Weise erhalten. Es ist, 


1 
 (ab—1)f"— etc. 


(ab—1)f’ — a—lb 


wie man leicht findet: 


\ 
— ilei, ji? el, 


für jeden beliebigen Werth von 2. Setzt man nun erstlich = y—-1l, so 
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1 
wird — und 
(a,b,c,d,e,....) = —bi, ci, —di, 
und wenn man b, d, f, »... mit entgegengesetzten Zeichen nimmt: 


(a, —b,c,—d,e,....) bi, ci,di, el, 2...) 
Setzt ıman ferner z=—1, so kommt: 
(a, b, d, = — (1, — 


und bei negativen Werthen von b, d, 
(,—b, = — (mb, — dy 
Man multiplicire daher die Gleichung (34.) beiderseits mit , =y—I, 
schreibe darin ai, bi, fi, 2... statt a, 6, +. ., und es ergiebt 
sich mit Hülfe der eben MERRSEEN Relationen: 


1 
35. =, 


$. 11. Wenn in (32.) die immer wiederkehrenden Elemente «,....6, 
in umgekehrter Folge genommen werden, so bleibt A= [a, 
ungeändert; D=[b,....e] geht über in [d,....e]=][a,....d|=D, und 
eben so Din D. So wie Fe 


1 
so hat man auf gleiche Art: 
folglich ist die Differenz: 


= 7-2 = (1...) 
also diese Differenz merk würdiger Weise ganz unabhängig von den Wer- 
then der Elemente f, f, fs »... Nur mufs die Anzahl derselben, was 
wohl zu bemerken, unendlich sein; d, i. die zwei Kettenbrüche zur Lin- 
ken dürfen nie abbrechen. 

Sind auch die Elemente f, f/, f', .... in inf, einander gleich, ist 
also der Kettenbruch ein vollkommen periodischer, so lälst er sich, wie 
bekannt, als die Wurzel einer «quadratischen Gleichung betrachten, deren 
Coeffieienten rationale Functionen seiner Elemente a, ....6 f sind. Setzt 
man nemlich: 
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so ist nach (2.) auch: == (@,....e,f— x), und daher nach (16.), wenn 
man f—x für das dortige y schreibt: 


33 (a...) x ....0)] = 


oder auch mit Hülfe der Relation (15.): 
40. [a,....e]&®— [d,....f] = 9, 
eine quadratische Gleichung, woraus nach (39.) rückwärts und überein- 


stimmend mit (32.): 
| 1 


flielst. 
Die Summe der zwei Wurzeln ist zufolge (38.): 


we (a, 


Da nun die eine Wurzel = (a, ....6, fs Qy....), so ist die andere 


also nach (36.): 


Wir folgern hieraus: Die quadratische Gleichung, zu welcher ein 


periodischer Kettenbruch von der Form (37.) führt, von welcher also der- 
selbe die eine Wurzel ist, hat zur andern Wurzeln den reciproken Werth 
des periodischen Kettenbruchs, welcher durch Umkehrung der Elemente 
des erstern entsteht. 

Dasselbe Theorem Läüfst sich auch unmittelbar aus der Betrachtung 
von (40.) ableiten. Denn da von dieser Gleichung der Werth von x in 
(37.) die eine Wurzel ist, so mufs auch, wenn a, ....e, f mit f, &, ....@ 
vertauscht werden, (fs & 2... 6, fs fa die eine Wurzel der 
Gleichung 

sein. Da aber, wie man sogleich sieht, die Wurzeln dieser Gleichung den 
reciproken Werthen der Wurzeln von (40.) gleich sind, so muls auch das 
Reciproke von (Sy ....0, fs»... 0...) eine Wurzel von (40.) sein. 
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Das Product aus den beiden Wurzeln der Gleichung (40.) ist 


minder merkwürdige Relation: 


Ist der Kettenbruch von der Form (a, —b, ec, —d, ....), sind 
also die einzelnen Brüche durch Addition mit den Nennern der jedesmal 
vorhergehenden verbunden, so unterscheide man, ob die Anzahl der die 
Perioden bildenden Elemente gerade oder ungerade ist. Im erstern Falle 
kehren in gedachter Form die gleichnamigen Elemente immer mit denselben 
Zeichen zurück, und das letzte Element f jeder Periode hat das negative Zei- 


chen. Zu — fs 0, —b, ....) gehört daher als zweite Wurzel: 
1 

Dasselbe findet aber auch statt, wenn zweitens die Anzahl der pe- 

riodischen Glieder ungerade ist. Man muls nämlich alsdann immer zwei 


Perioden für eine rechnen, damit die Klemente nicht nur ihrem absoluten 


‚„ und man hat daher die nicht 


Werthe, sondern auch ihrem Vorzeichen nach periodisch wiederkehren. 
Von der quadratischen Gleichung, zu welcher ein periodischer Ket- 

tenbruch mit blofs positiven Zeichen führt, wird daher die andere Wurzel 

gefunden, indem man die Elemente in umgekehrter Folge nimmt und 


hierauf den Kettenbruch in die negative Einheit dividirt. So sind z.B. 


1 


die zwei Wurzeln der quadratischen Gleichung: 
(ab + (abe —b+ —be—1= 0. 

Werden für a, b, c, wie gewöhnlich, positive ganze Zahlen senom- 
men, so ist die Wurzel x’ ein positiver echter Bruch, und x’ negativ und 
absolut grölßser als die Einheit. 

Die reciproken Werthe von x’ und x“ sind: 


1 —1 
und y’=—— 
1 
etc 


| 
| 
1 b-+ etc. 
31° 

| 
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und diese die Wurzeln der Gleichung: 

Nimmt man auch hier für a, d, ce positive ganze Zahlen, so ist y’ gröfser 
als 1, und y‘ zwischen O und —1 enthalten. 


$. 12. Die hiermit erörterte Art und Weise, nach welcher zwei 
periodische Kettenbrüche als Wurzeln einer quadratischen Gleichung zu- 
sammengehören, ist von einem Herrn Galois entdeckt und in Gergon- 
ne’s Annalen, Tom. XIX., bekannt gemacht worden, Doch ist mir da- 
von nur die Anzeige in de Ferussae Bulletin des science. mathem. Avril 
1829. pag. 254. zu Gesicht gekommen. 

Wird die von Hrn. Galois gemachte, wenn auch nicht ausdrück- 
lich a. a. ©. beigefügte Bedingung, daß «, b, ce, .... positive ganze Zah- 
len sind, weggelassen, so können die Wurzeln einer quadratischen Glei- 
chung, wenn sie anders möglich sind, stets durch zwei Kettenbrüche von 
der gedachten Form annäherungsweise gefunden werden. 

So folgt, um dieses auf die möglich einfachste Weise zu bewerk- 
stelligen, aus der quadratischen Gleichung: & —px=+9=0, unmittelbar: 

I 


Hat nun die Gleichung zwei mögliche Wurzeln, ist also p® >49, so con- 
vergirt dieser Kettenbruch, und giebt so genau, als man will, die absolut 
kleinere der beiden Wurzeln. Die absolut grölsere ist: 


Um dieses Verhalten der Wurzeln darzuthun, so heißsen sie selbst: 

aund db. Alsdann ist und der erstere Kettenbruch wird: 
ab _ am M, 

ab m 

1- m — 


ab 
etc. 
wenn man noch b= am, und den Kettenbruch, durch dividirt, = M 


setzt. Die angenäherten Werthe von M werden in ihrer Folge sein: 


m m m 


folglich, wenn man M’=1— N, M"=1—N”, M"'=1—N", us. w. 


| PT) —ete. 
p— etc. 
| | | 
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14m? .\'? N= 4 N? US 
woraus sich weiter ergiebt: 
— — 1 Zn i 
1-+-m? 1+-m-+m?? 


und nach diesem Gesetz weiter fort. Sei mın 2 die absohıt sröfsere der 
beiden Wurzeln, also 772 absolut gröfßser als 1, so werden sich die N 
ir ihrem Fortgange immer mehr und ohne Grenzen der Null, folglich die 
M'' der positiven Einheit nähern, so dals M selbst —=1 ist. Der 
Grenzwerth, dem obiger Kettenbruch immer näher kommt, ist daher 
—=aM=a= der absolut kleinern von beiden Wurzeln. 

$. 13. Unter den Kettenbrüchen mit wiederkehrenden Elementen 
dürften diejenigen noch einige Aufmerksamkeit verdienen, bei denen das 


a Element die Einheit selbst ist. Fu findet leicht, dafs: 


und so fort zu dreien abwechselnd. Es folgt “A 
(1, 1, 1, t, 6) ,a—(l, 1, b)) (1, l,a+b—1) = 
und eben so: 
(1,1,a,1,1,2, 1,1, ) = 3 — —b—c, ws. w 
Man hat ferner: 
(a, 5,1,1, c,d,e) = (a,db— (1,1,1,c—(d, e))) 


(2,6 — = (a,b—(c,d,e)) = (a,b, c,d,e). 

Kommen daher in dem Ausdrucke eines Kettenbruchs drei der Ein- 
heit gleiche Elemente unmittelbar hintereinander vor, so kann man sie, 
ohne den Werth des Kettenbruchs zu ändern, auch weglassen. So ist z. B.: 

(1,1,1,a,1,1,1,5,1,1,1,c) = (a,b, ce). 

Dafs mehrere aufeinander folgende Elemente in dem Ausdrucke eines 
Kettenbruchs ohne Änderung seines Werthes gestrichen werden können, 
ist noch auf unzählig viel andere Arten möglich. Denn, wie schon aus dem 
vorigen speciellen Falle erhellet, ist überhaupt zur Weglassung der Elemente 
A, in einem Kettenbruche, wie (a,b, 
nur nöthig, dafs für jeden Werth von y 

| Y)=(y) 
sei, also wenn diese Gleichung nach (16*.) entwickelt wird: 


y + = 0 
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woraus wegen der Unbestimmtheit von y die drei Bedingungsgleichungen: 
(a.) [2,....v]) + (b.) (ec) [B ....v]=0 
fielsen, die sich aber für die Anwendung folgendergestalt noch bequemer 
einrichten lassen. Nach (15.) ist: 

folglich wegen (@.), (b.), (e.): 

TB... +1, 

Hiermit wird wegen (b.): 

4... = alß, .... 2] = 0, 


(ff) 

Man wähle daher von den Elementen ß, .... %, eines ausgenom- 
men. die übrigen nach Belieben, und bestimme dieses eine mit Hülfe der 
Gleichung (d.), worauf sich dann & und y durch (e.) und (f.) ergeben. 

So ist z. B. bei 5 Elementen «, ß, Y d, e, wenn man ß und d 
willkürlich nimmt, und von den doppelten Zeichen blofßs die obern bei- 


Setzt man daher P=öd=1, so wird y=3, &=e=?%, und es ist: 


und eben so wegen (e.): 


Anwendung der Lehre von den Kettenbrüchen auf 
die Dioptrik. 


$. 14. Bei einem System von drei Linsengläsern, welche eine ge- 
meinschaftliche Axe haben, sei @ das Reciproke der Brennweite des er- 
sten, d. i. das Licht zuerst empfangenden Glases; ce und e die Reciproken 
des zweiten und dritten Glases; 5 der Abstand des zweiten Glases vom 
ersten; d der Abstand des dritten vom zweiten. Beide Abstände sind positiv, 
indem die positive Richtung der Achse der Gläser diejenige sein soll, nach 
welcher das Licht fortgeht. «@, ec, e sind positiv oder negativ, nachdem die 
Gliser. denen sie zugehören, erhaben oder hohl sind. Sei endlich noch 
x der Abstand des ersten Glases von einem Objecte, y der Abstand des 
durch die drei Gläser gemachten Bildes vom letzten Glase, so folgt aus 
den Grundformeln der Dioptrik (vergl. meinen Aufsatz „über die Haupt- 
Eigenschaften eines Systems von Linsengläsern” $. 3.): 
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vr = 
und auf ähnliche Weise verhält sich die Gleichung zwischen x und y bei 
jeder andern Zahl von Gläsern. Man kann aber dieser Gleichung auch 


noch die Gestalt geben: 
16. [r—elly—Pl=Y; 
wo 2 = Y=1:l[a,....e]. Bezeichnet daher P 
den Mittelpunet des ersten Glases, 0 den Mittelpunet des letzten, X den 
Ort des Objects, Y den Ort des Bildes, und bestimmt man zwei Punete 
F, G in der Axe so, dals FP=a, VG =P: so wird »— a = AP—FP 
—=Ar, y-£=0Y—0G=GY, und (16.) geht über in: 
AF.,CY= 

Ist also X in F, so liegt Y unendlich weit entfernt, und wird X in 
das Unendliche entfernt, so rückt Y nach G. Überhaupt aber ist das 
negative Product aus den Abständen des Objeets und des 
Bildes von den Puncten Fund G (negativ, weil AF.GY=—IX.GY) 
einem constanten Quadrate gleich. Analog mit den Eigenschal- 
ten einer einzigen Linse hatte ich daher in jenem Aufsatze ($. 8.) 7 und 
G die beiden Breunpuncte, y die Brennweite des Linsensystems 
genannt. Statt dafs aber dort F der erste, G der zweite Brennpunet ge- 
heilsen hatte, möchte es wohl bezeichnender und daher angemessener sein, 
F, als den Ort des Objects für ein unendlich entferntes Bild, den Brenn- 
punet des Objects und eben so G den Brennpunct des Bildes 
zu nennen. 


Sei jetzt O nicht mehr das letzte Glas, sondern folge darauf an 
derselben Axe ein zweites Gläsersystem, welches eben so durch die Con- 
stanten @’, .... e‘, als das erste System durch «@, .... e, bestimmt werde. 
Die Mittelpuncte des ersten und letzten Glases des zweiten Systems hei- 
fsen P’ und 0‘, die Brennpuncte dieses Systems seien F’, G‘, und die 
Brennweite =Y’, so ist 

Y=1:l[e, ....e). 

X P 0 Y P' Q Z 


G G' G" 
Setzt man aber noch QP’, oder den Abstand des ersten Glases des 


zweiten Systems vom letzten Glase des ersten, —f, so sind a, 2... 0, /, 
@, 2... e’ die Constanten beider Systeme, als eines einzigen betrachtet, 
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dessen Brennpunete 2, G” und Brennweite y‘ durch die Gleichungen 
bestimmt werden, 

Diese Brennpunete und Brennweite des ganzen Systems lassen sich 
nun, sobald die Brennpunete und Brennweiten der beiden einzelnen Sy- 
steme gegeben sind, mittelst der in $. 6. erhaltenen Relationen zwischen 
Y sehr leicht finden. Man hat nemlich: 

und hiermit werden die Gleiehungen (g.) und (Ah.) in $. 6.: 


wodurch der vorgesetzte Zweck erreicht wird. 


$. 15. Es sind diese Gleichungen so einfach, dafs man wohl hof- 
len darf, sie auch ohne Zuhülfenahme jener aus der Theorie der Ketten- 
brüche entlehnten Relationen zu finden. In der That seien von einem ein- 
fachen Glase F, G die beiden Brennpuncte, Y die Brennweite, in X das 
Object, in Y das Bild, so folgt ohne Schwierigkeit aus der für ein ein- 
faches Glas bekannten Grundformel (Haupt-Eigensch. $. 8.):; 

(«.) AF.GY = 

Dals Y bei einem einzigen Glase = 37'G braucht nicht berück- 
sichtigt zu werden. Das von diesem Glase ausgehende Licht falle auf ein 
zweites Glas, das mit dem ersten eine gemeinschaftliche Axe hat, und des- 
sen Brennpunete und Brennweite werden durch #’, G’ und Y‘ bezeichnet 
werden. Für dieses zweite Glas dient Y als Object; das durch das zweite 
von Y oder durch beide Gläser von X gemachte Bild sei Z, so hat man: 

ey”, 

Heilsen mun für beide Gläser, als ein System betrachtet, die beiden 
Brennpunete 7, G’, so muls nach der oben davon gegebenen Definition, 
wenn X in 7” ist, Z unendlich entfernt liegen, also wegen (2.), Y mit 
I’ zusammenfallen; folglich wegen («.): 

F'F.GF = y", 

Ist zweitens Ä wunendlieh entfernt, kommt also, wegen (a.), Y 

nach G. so muls Z in G” sein, und hiermit wird nach (b.): 
ey", 
Aus (a@.) und (c.) in Verbindung folgt aber: 
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(e.) AF:GF=I’F:GY 
und eben so aus (b.) und (d.): 
und daraus weiter: 
F'F:XF' = GY: G'’Z: G’G”, 


folglich: (£.) = F'F. — 


Ein System von zwei Gläsern besitzt daher ebenfalls die Eigenschaft 
eines einzigen Glases, dafs das negative Produet aus den Abständen des 
Objects und Bildes von ihren Brennpuncten einem constanten Quadrate 
gleich ist. Nennen wir daher die Wurzel dieses Quadrats, der Analogie 


XF—F'F:GF— GY= XF":YF', 


nach, die Brennweite des Systems, und bezeichnen sie mit y’’, so ist 
(h.) F'F.G'C'" — 

Hiermit ist aber unser Satz für ein System nicht blofs von zwei, 
sondern auch von jeder gröfsern Anzahl von Gläsern dargethan. Denn 
nach dem von zwei Gläsern Erwiesenen können nunmehr 7, G, Y in (a.) 
die Brennpuncte und Brennweite eines Systems von zwei Gläsern bezeich- 
nen, und 7”, G‘, Y’ einem dritten auf erstere zwei folgendem Glase, oder 
einem dritten und vierten Glase in Vereinigung angehören; und somit gilt 
der Satz auch für ein System von drei oder vier Gläsern; u. s. w. 

Überhaupt also kann man F, G, y auf ein System von Gläsern in 
beliebiger Anzahl beziehen, und eben so F’, G’, y' auf ein dergleichen 
zweites, auf das erste folgendes System. Die Brennpuncte F’, 6” und 
die Brennweite Y’ für beide Systeme in Verbindung werden sich alsdann 
mittelst der Formeln (e.), (d.) und (7.) ergeben, derselben, welche wir 
zu linde des vorigen Paragraphs durch die Theorie der Kettenbrüche ge- 
funden hatten. 

Sollen drei aufeinander folgende Systeme mit einander verbunden 
werden, so kann dies geschehen, indem man zuerst das erste mit dem 
„weiten verbindet und zu dieser Vereinigung das dritte setzt, oder auch, 
indem man mit der Verbindung des zweiten und dritten anfängt und mit 
der Hinzufügung des ersten schliefst. Auf beiden Wegen müssen für alle 
drei Systeme, als ein einziges betrachtet, dieselben Brennpuncte und die- 
selbe Brennweite gefunden werden. Sind der zu verbindenden Systeme 
noch mehrere, so mehrt sich auch die Anzahl der Wege, auf denen mau: 
zur Verknüpfung aller Systeme gelangen kann; nur darf dabei nicht aufser 
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Acht gelassen werden, dafs zwischen den zwei zu verbindenden Systemen 
niemals ein zu ihnen nicht gehöriges Glas liegen darf. 

$. 16. Es haben diese Zusammensetzungen von Systemen einige 
Alnlichkeit mit der Art und Weise, nach welcher von einem Systeme 
gewichtiger Punete der Schwerpunet bestimmt wird. Was dort einzelne 
Puncte sind, sind hier Paare von Puncten, nemlich je zwei zusammenge- 
hörige Brennpunete; den dortigen Gewichten der Puncte entsprechen hier 
die den Paaren von Brennpuncten zugehörigen Brennweiten, und so wie 
durch allmälige Combination der gewichtigen Puncte, in welcher Ordnung 
sie auch vorgenommen werden mag, man doch immer denselben Schwer- 
punet mit demselben Gewicht findet, so gelangt man auch hier bei den 
verschiedenen möglichen Arten der Verbindung stets zu denselben zwei 
Brennpuneten und zu derselben Brennweite. Dem Falle, in welchem die 
Summe der Gewichte, die sowohl negativ als positiv sein können, gleich 
Null ist, und wo daher der Schwerpunct unendlich entfernt liegt, entspricht 
ein Fernrohr, indem von einem System von Gläsern, welche ein Fern- 
rohr bilden, die beiden Brennpunete ebenfalls unendlich entfernt sind. Mit 


« 


dem noch speeiellern Falle endlich, wo zwischen den positiven und negativen 
Gewichten Gleichsewicht herrscht, kann ein Fernrohr verglichen werden, 
dessen Vergrößerungszahl =1 ist, und welches daher nahe und ferne Gegen- 
stünde in ihrer natürlichen Gröfse zeigt, indem, eben so wie dort, die Wirkun- 
sen der Kräfte, so hier die Wirkungen der Gläser sich gegenseitig aufheben. 

Ein solches dioptrisches Gleichgewicht findet, wenn auch nicht ganz 
vollkommen, bei einem System zweier Gläser statt, welche gleiche posi- 
tive Brennweiten haben und um das Doppelte dieser Brennweite von ein- 
ander entfernt sind. Denn hier ist das Bild mit dem Object immer von 
gleicher Gröfse, allein verkehrt und dem Auge stets um das Vierfache der 
Brennweite des einen oder andern Glases näher als das Object. 

Ein vollkommneres Gleichgewicht, so dafs Bild und Object nicht 
nur gleiche Gröfse, sondern auch von dem Auge gleiche Entfernung ha- 
ben, läfst sich hervorbringen, wenn man zwischen jene zwei Gläser in die 
Mitte ein drittes setzt, dessen Brennweite viermal kürzer als die Brenn- 
weite der erstern ist; oder noch allgemeiner: Werden bei einem System 
von drei Linsen die Buchstaben «, db, c, d, e, x, y in derselben Bedeu- 
tung, wie in $. 14. genommen, so ist der Abstand des Bildes vom Object 
—=x-+b+d+ty. Giebt man daher der Gleichung = (a, ....e,y) die 


| 

| 
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Form (16*.), und setzt darin, weil das Bild mit dem Object immer zu- 
sammenfallen soll, y=—(b-+d-+ x), so kommt eine nach x quadratische 
Gleichung, aus der, weil sie für jeden Werth von x bestehen mufs, die 
drei Bedingungs- Gleichungen hervorgehen: 
la,....e]=0, +4] +]d,....d]=0, 
welche sich vermöge der Relation (15.) auf: 

reduciren. Nimmt man darin die untern Vorzeichen, indem die obern, 
wie man leicht findet, auf ein System von drei Plangläsern führen, so er- 
hält man nach weiterer Entwickelung die Brennweiten der drei Gläser 
durch ihre Entfernungen von einander ausgedrückt: 


1 __b(b-+d) 1__ Dad 1 d(b+d) 


wodurch man, wenn die Entfernungen 5 und d gegeben sind, die Brenn- 
weiten 1:a, us. w. finden kann. Eliminirt man b und d, so ergiebt sich 
zwischen den Brennweiten allein die nicht uninteressante Relation: 
1 1 1 

Dieses System von Gläsern ist, weil vermöge der Relation = -+5 
+d+y=0, fürz=x auch y=» wird, ein Fernrohr, wie auch die 
Gleichung [e,....e]=0 zu erkennen giebt (H. E. $. 11.). Das Verhält- 
ni[s zwischen den Durchmessern des Objects und des Bildes ist bei einem 


aus den Elementen e,.... e construirten Fernrohr = —|b,.....e!:f— 1) 
(H. E. $.13.), also bei gegenwärtigem =1:—1, d.h. das Bild ist mit 


dem Objeet von gleicher Größse, aber verkehrt. 

Sollen die Wirkungen der Gläser sich vollkommen aufheben, so 
dafs das Bild mit dem Objecte stets nicht nur von gleicher Größse und in 
gleicher Entfernung vom Auge, sondern auch in derselben Lage wie das 
Objeet erscheint, so werden, wenn anders keine der gegenseitigen Entfer- 
nungen der Gläser = 0 sein soll, zum wenigsten vier Glüser erlordert. 

$. 17. Auch der (in H. E. $. 9. erwiesene) allgemeine Satz, dafs 
bei einem System von Gläsern, welche kein Fernrohr bil- 
den, die Durchmesser von Object und Bild sich wie die Qua- 
dratwurzeln aus den Entfernungen des Objects und Bildes 
von ihren Brennpuncten verhalten, Filst sieh mittelst des vorhin 
Entwiekelten sehr einfach Jdarthun. 

39 
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Für ein einziges Glas fliefst er leicht aus den Grundformeln der 
Dioptrik E. $.8.). Sind also, wie vorhin, G und F’, G’ die Brenu- 
puncte zweier Gläser, x, y, x die resp. Durchmesser des Objects in X, 
des vom ersten Glase in Y, und des von beiden zugleich in Z gemachten 
Bildes, so hat man: 

z:z = 

Sind aber 7, G‘ die Brennpuncte des von den zwei Gläsern ge- 
bildeten Systems, so verhält sich zufolge (e.) und (f.) in $.15.: 
und 

XF:G'Z = XF", GY:YF'.G"Z, und 

Unser Satz ist daher auch für ein System von zwei Gläsern richtig, folg- 
lich auch für ein System von drei, vier, u. s. w. Gläsern, wenn man /, 
G nach und nach als die Brennpuncte eines Systems von zwei, drei, 
w. Gläsern nimmt. 


folglich: 


mithin 


$. 18. Sollen zwei Systeme von Gläsern, welche durch F, G, y 
und F’, G‘, ‘y‘ bestimmt werden, ein Fernrohr bilden, so mufs, wenn 
das Object (Bild) unendlich entfernt ist, der Ort G” (F”) des Bildes (Ob- 
jects) ebenfalls unendlich entfernt sein. Die Brennpunete F’, G“ eines 
Fernrohrs sind also zwei unendlich entfernte Puncte, und daher vermöge 
(c.) oder (d.), GF'= 0, d.h.: Von zwei Systemen, welche in ihrer Ver- 
einigung ein Fernrohr ausmachen, fällt des Bildes Brennpunct beim er- 
sten System mit des Objectes Brennpunet beim zweiten System zusammen. 

Hiermit wird YY’= YG=—GY, und daher zufolge der Gleichun- 
gen (a.) und (b.): 

XF:Z6' = YıYy“, 
also auch, wenn X’, Z’ zwei andere zusammengehörige Örter von Object 
und Bild sind: 
ZZ = 
Die Proportion (7.) aber wird: 
Wir folgern hieraus die (in H. E. $. 13. bewiesenen) Sätze: 

Beim Fernrohr ist das Verhältnis (y’:y) zwischen den 

wahren (nicht scheinbaren) Durchmessern des Bildes und Ob- 
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jeets, so wie das Verhältnifs (y:y?) zwischen den Gesch win- 
digkeiten beider, wenn das Object lüngs der Axe bewegt 
wird, von constanter Grölse, und zwar ist letzteres Verhält- 
nils dem Zweifachen des erstern gleich. 

Das Verhältnils zwischen den scheinbaren Durchmessern von Bild 
und Object ist zusammengesetzt aus dem Verhältnis der wahren Durch- 
messer und dem umgekehrten Verhältnißs ihrer Entfernungen vom Auge, 
und daher die Vergröflserung des Fernrohrs, oder das Verhältnifs der 
scheinbaren Durchmesser von Bild und Object in dem Falle, wenn beide 
unendlich entfernt sind, und wo daher die Entfernungen der Puncte F, 
G’' vom Auge gegen die Entfernungen der Puncte X und Z verschwin- 
= Die Vergröfserung eines Fern- 
rohrs ist daher dem umgekehrten Verhältnifs der wahren 
Durchmesser von Bild und Object gleich. 

Zusätze. e) Denkt man sich ein System von Gläsern, 
welche ein Fernrohr bilden, in zweiSysteme zerlegt (welches 
auf 2—1 Arten geschehen kann, wenn das Fernrohr aus n Gläsern be- 
steht), so füllt immer des Bildes Brennpunct beim ersten Sy- 
stem mit des Objecetes Brennpunect beim zweiten zusammen, 
und immer ist die Brennweite des ersten Systems, dividirt 
durch die Brennweite des zweiten, der Vergröfserung gleich: 
zwei Eigenschaften, ganz denen analog, welche man schon lüngst bei einem 
nur aus zwei Gläsern bestehendem Fernrohr kannte. Es wird also auch 
bei einem Fernrohr mit zwei oder mehrern Oculargläsern die Vergröfse- 
rung gefunden, wenn man die Brennweite des Objeetivs durch die Brenn- 
weite des Systems der Oculare dividirt. 

b) Ist die Vergrölserung eines Fernrohrs = 1, so ist y=Yy’, also 
s=z und AF=ZG‘, d.h. das Bild ist mit dem Objeet immer von glei- 
cher Grölse und von ihm stets um einen Abstand = FG’ entfernt. Soll 
daher überdies das Bild mit dem Object immer zusammenfallen, so mufs 
FG'=0 sein. Wird demnach ein solches Fernrohr (vergl. $. 16.) in zwei 
Systeme zerlegt, so haben diese immer einander gleiche Brennweiten, und 
die Bremmpuncte des einen Systems coinoidiren mit den ungleichnamigen 
des andern, #’ mit G und G’ mit F. 


/ 
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20. 
Über die analytische Sphärik. 


(Von Prof. Gudermann zu Cleve.) 


Fir die Lehre von den Constructionen auf der Oberfläche der Kugel mag 
der Name „Sphürik” eintreten, so wie sie sich überhaupt der Planime- 
trie gegenüber stellt; dort ist die Kugellläche das Constructionsfeld, hier 
ist es die Ebene. Obgleich die analytische Geometrie so vielseitig aus- 
gebildet worden ist, so hat man sie dennoch bisher zu wenig auf die Un- 
tersuchung der Gesetze sphärischer Constructionen ausgedehnt, und nur in 
Einzelnheiten die Grenzen der sphärischen Trigonometrie, des ele- 
mentaren Abschnittes der analytischen Sphärik überschritten, geleitet von 
der Analogie, welche zwischen ebenen und sphärischen Constructionen 
Statt findet. Diese Analogie des Stolles nun auch in der analytischen Be- 
handlung selbst auf die vollkommenste Weise darzustellen und weiter zu 
verfolgen, war der Grundgedanke, welcher mich bei der Abfassung eines 
ım Verlage des Hrn. Dumont-Schauberg in Cölln erscheinenden Wer- 
kes unter dem Titel: „Grundrifs der analytischen Sphärik” lei- 
tete. Diese Analogie der Behandlung wird auf die vollständigste Weise 
durch den ausschließslichen Gebrauch sphärischer Coordinaten erreicht, de- 
ren Theorie denn also zuerst entworlen werden mulste. Eingeführt von 
diesem Grundrisse wird man bald das Urtheil gewinnen, dals die analy- 
tische Sphärik einer im Ganzen eben so einiachen und allgemeinen Dar- 
stellung fühig ist, als die analytische Planimetrie, und dafs man nur selten 
auf eine grölsere Schwierigkeit stöfßst. 

Die Sphärik lälst sich als eine verallgemeinerte Planimetrie, aber 
nicht umgekehrt, darstellen; jene enthält diese gleichsam eingeschlossen, 
denn in den Formeln und Gleichungen jener lassen sich ohne Weiteres 
die Specialisirungen für den Fall angeben, dals der Radius der Kugel un- 
endlich grofs angenommen wird, wobei sich also die Kugelüäche in eine 
Ebene und so auch die behandelte sphärische Construction selbst in eine 
ebene verwandelt. Wird daher ein Theorem aus der Planimetrie in die 
Sphärik übertragen. so ist dieses jedesmal ein Schritt zum Allgemeineren, 
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Zahllose Lehrsätze gestatten eine solche Übertragung, zu deren Ausfüh- 
rung das angeführte Werk die nöthige Anleitung giebt, und es bedarf der 
Erinnerung kaum, dafs die bei einer solchen Übertragung nöthigen Modi- 
ficationen in der Regel desto geringer sind, je srölsere Allgemeinheit das 
planimetrische Theorem selbst hat. 

Das Interesse an der Sphärik wird sehr gesteigert durch die groise 
Mannigfaltigkeit dieser Modificationen, welehe nicht selten sehr auffallend 
sind. So ist z. B. der geometrische Ort für die Mittelpuncte aller (sphü- 
rischen) Kegelschnitte, welche durch vier gegebene Puncte geschrieben 
werden, nicht, wie in der Planimetrie, wieder &n Kegelschnitt, sondern 
eine Linie der dritten Ordnung, die aber durch, dem Begriflle nach, 
dieselben neun Puncte geht, wie in der Planimetrie. Diese Veränderlich- 
keit in der Analogie wird man auch in den nachfolgenden Lehrsätzen er- 
kennen, welche ich hier als Problem ano!ytischer Behandlung spärischer 
Objecte vorzulegen wage, zu deren besserem Verständnils ich jedoch auf 
das Werk selbst verweisen mußs, dem sie als Nachtrag dienen können. 


1. 

In der Planimetrie ist der geometrische Ort für die Fulspuncte der 
Perpendikel, welche von einem Brennpuncte einer Ellipse auf ihre Tan- 
genten gefüllt werden, ein über der grolsen Axe beschriebener Kreis; was 
ist das Analogon in der Sphärik ? 

Es werde (Taf. Fig. 1.) der Breanpunet zum Anfangspuncte 
genommen, die große Axe AB=?2a diene als Abscissenlinie, die Excen- 
trieität sei CF=e, der Parameter sei p; die trigonometrischen Tangenten 
der rechtwinkligen Axen-Coordinaten eines Punetes der Ellipse seien «x 
und Y; dann ist die Gleichung an den Kegelschnitt: 


wenn wir zur Abkürzung setzen: 
sin 2e 


sin?2a” 


Ziehen wir nach einem Puncte M oder (t, u) vom Brennpuncte aus 


m —=tangp und = 


die Linie FM, so ist ihre Gleichung y= — x oder uer—ty=0, und die 


Gleichung an ein in M darauf errichtetes Perpendikel ist: 


u®, 


Soll dieses eine Berührungslinie der Curve sein, so erhält man zur Be- 
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dingungsgleichung: 

u) = 2mnt + m“, 
Der geometrische Ort des Punctes M ist also wieder ein Kegelschnitt. 
Setzt man v==(, so hat man die Gleichung: 


m? 
— 
es ist 
mn 
Da aber tang FA und tangfB= so ist die Ortscurve ein 


Kegelschnitt, welcher mit dem gegebenen die Axe AB gemein hat. 

Fiüllt man die Applicate MP=xz auf 4B und wird FP= x gesetzt, 
so ist tangs=u.cosx und £=tangx; daher verwandelt sich die Glei- 
chung in: 

(i—n*)tangz’ = m?cosx’ + 2mnsinxz — (1—n°)sinx® oder 
(1—.n?) tangz” = (mcosxc-+ nsinx)’— sinx”. 
Um die Axe D’E—=2«‘ zu finden, dient nun die Bemerkung, dals 


a’ ist, für Also hat man: 
= (mcose + nsine)’— sin e*. 


cos e* — cosa? sine cose 
Werden hierin die Werthe zn = — und n=-— substituirt, 
sin a cosa sına cosa 
so findet man: 
sin 'sin«@ 
tanga” = > sine = 
cos e” — sıun 4” cose 


Wird die zweite Axe DE des gegebenen Kegelschnitts mit 2 be- 

zeichnet, so ist cos@ = cose.cosb, und also: 

sina’ = tanga. 
Da DEDAB ist, so liegen die beiden Brennpuncte des Kegelschnitts 
AD'BE' in der Axe D’E‘, und wenn seine Excentricität mit e‘ bezeichnet 
wird, so ist cose’= cose’. cosa, und daher findet man: 

sine’ tange.tange. 

Der Kürze wegen brechen wir hier schon ab und wenden uns zu 
einer zweiten Aufgabe. 

1. 

Werden ın einen spärischen Kegelschnitt Dreiecke beschrieben, so 
dals zwei Seiten immer durch feste Puncte gehen, so berührt die dritte 
Seite allemal einen Kegelschnitt, welcher mit dem ersten einen zweilachen 
Contact hat, und die beiden Berührungspuncte liegen in derjenigen (sphä- 
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risch-) geraden Linie, welche durch die beiden festen Puncte geht. Die- 
ses Theorem, ursprünglich planimetrisch, gilt fast ohne alle Modification 
von den sphärischen Kegelschnitten. Sobald wir es aber specialisiren, tre- 
ten namhafte Modificationen ein; daher werden wir der Kürze wegen hier 
nur einen solchen Specialiall behandeln. 

In den Kegelschnitt ZC’BD' (Fig. 2.), dessen Hauptaxen AB== 2a’ 
und C’D’ == 2b‘ sein mögen, werden Dreiecke APP beschrieben; die Seite 
PR gehe immer durch den Mittelpunet M und die Seite RP durch einen 
testen Punct /V der grofsen Axe AD, und es sei tang HNY= e. 

Die Gleichung an den Kegelschnitt, wenn 2 zum Anfangspunete ge- 
nommen wird, sei: @2°+2y?=1, und es ist dann = cota”; cotb”, 
Der Punet werde bezeichnet mit also ist auch: 

er Bu 

Die Gleichung an den Kegelschnitt läßst sich unter folgende Form 

bringen: 
Die Gleichung an AND ist: y—u= — (<—t), und wird sie mit 


der vorigen Gleichung verbunden, so erhält man zur Bestimmung des 


Pımetes Q die Ausdrücke: 
2(e—ı (1 —eet — Yu 1—ast) 
und y’—u= - —- 
as? — 1+ — 
2E—t—ae*t — u 1— ae?) 
Setzt man hierin e= 0, so findet man zur Bestimmung des Punctes P die 
Ausdrücke: 
usdrücke —t y=—ı 


Die Gleichung an ist nun — — )y Hy — 
und werden die angegebenen vier Werthe substituirt, so erhält man an 
PQ die Gleichung: 


oder 


und y’ = 


= ası—|. 
Die Differentialgleichung ist: .U.ytar=ae, und da aus der Glei- 
— at 
so verwandelt sie sich in: 
t.y = 
Wird diese Gleichung mit der vorigen verbunden, so erhält man die Werthe 
von x und Y zur Bestimmung des Berührungspunctes =, in welchem die 
Tangente Pß von der nächst folgenden geschnitten wird.- 
Crelle's Journal d. M. VJ. Bd. 3. 33 


chung PBu’=1 folgt 


8 20. Gudermann, über die analytische Sphärik, 


Man kann daraus aber auch rückwärts ziehen die Ausdrücke: 


| 
= nd v= -— 
welche der Gleichung &+ßu’=1 Genüge leisten müssen, und, darin 
substituirt, die folgende einfache Bedingungsgleichung: By’ = 
(#22 — 1)’ geben. Diese gehört nun der Ortscurve des Punctes = an und 
külst sich noch zusammenziehen auf: 


y’-+a.x° 


1— 
Diese Gleichung gehört einem Kegelschnitte an, und wenn wir seine bei- 
den Axen mit ?@ und 25 bezeichnen, so ist: 


(2 — 8) (eex—1) 


3 
cote? und cotb’ 


Man hat also @=a«‘, d.h. die beiden Kegelschnitte haben die Axe 4b 
gemein und berühren sich auch in den Puncten £ und BD. 
Wird nun noch MN = e gesetzt, so hat man: 


tano)? sin e).sin (@a’— e) 
> gb”, 


sin a’*. cose*? 


Errichtet man in die Applieate =c senkrecht auf AD, so ist: 


tung! = — sim (a’-+ e), 


und also: 
tangb.cose = tange; 


d. h. wenn man von 7 das Loth 7C auf C’D’ fällt, so ist MC = die 
gesuchte kleine Halb-Axe des Kegelschnitts ZCBD, welcher immer von 
der dritten Seite PQ des Dreiecks RP2 berührt wird. 

Stellen wir nun eine Vergleichung mit dem planimetrischen Ana- 
logon an, indem wir uns erinnern, dals, wenn (in der Ebene) AU'BD' 
ein Kreis ist, der Punet N gerade ein Brennpunct der Ellipse ACBD ist. 
Setzen wir zu dem Ende b’=«’=r, so finden wir: 

tang = tanga’— tange‘, 
woraus leicht erhellet, dafs nun der Punet IV nicht, wie in der Planime- 
trie, der Brennpunet der Ellipse ACDbD ist. 

Stellen wir uns aber die Ellipse ACBD als gegeben vor, so ent- 
steht die Frage, wie der Kegelschnitt AC’BD' beschaflen sein müsse, wenn 
der Punet /V der Brennpunct der gegebenen Ellipse sein soll, da der Kreis 
diese Bedingung nicht befriedigt. Da immer «= «’ ist, so kommt es also 
nur noch auf die Ermittelung von b’ an. Dazu dient die Formel: 
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sin a’?— sin e® cose” — cosa’? 


tang b? = tangb. — tangb”. 


sina@’*.cose* sin 

Soll e die Excentricität sein, so ist cos@ = cose.cosb=cose'‘. Elimini- 
ren wir e, so erhalten wir: 

sin a 
cos b 

Es ist also 5’<Za@‘; auch kann 2’ durch eine einfache Construction sefun- 
den werden. Man errichte nur im Brennpuncte N der Ellipse 4CBD auf 
AB das Loth IVJ7, mache es gleich MB= MA, und errichte in 77 das 
Loth auf so schneidet es CD in einem Puncte €’ so, daß 


ist. 


tangb’ = oder tangb’ = tange.cose =tanga’. cose. 


Die drei Seiten eines Dreiecks OFR (Fig. 3.) drehen sich um die 
drei festen Puncte 4, P, E, während zwei Ecken Q und R desselben sich 
in den sphärisch-geraden Linien GCD und RCB bewegen; man sucht den 
Ort des Punctes 7, der dritten Ecke des Dreiecks. 

Wir nehmen PE und PA zu Coordinaten-Axen, in Beziehung aul 
welche die fünf Puncte 4, B, C, D, E gegeben oder bestimmt scin mö- 
gen, wie folgt: 

E=(e,0),; D==(d,0); A=(0,8); B==(0,b); C=(m,n). 

Die Gleichung an CD ist dann: yIm—d)—nx=—nd; an bBÜ: my— 
(n—b)e=mb. Die Gleichung an OPR hat, weil diese Linie durch den 
Anfangspunct geht, dieForm: y=v.x. Daher findet man für ihre Durch- 
schnittspunete Q und R die Bestimmungen : 


—nd 
—ndv für 2, und mbv für R. 
_w v(m—d)—n mvpb—n 
Daher ist die Gleichung an 04: 
ndy-+ [er — = und; 
eben so ist die Gleichung an RE: 
Aus der ersten Gleichung ziehen wir: 
v(nd+-ma—do)e =n(dy+axr—ad), 
aus der zweiten: 
(mb—eb--ne)y —= m(ey-—+bx—be). 
33 * 
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Indem wir die beiden Gleichungen multipliciren, wird v eliminirt, und eine 
Bedingungsgleichung für den Durchschnittspunct F oder (x, y) gefunden: 
= be). 
Dieser Gleichung leistet man Genüge, wenn man setzt: =0, y=a; 

=), y-b; ms, y=0; @&=d,y=0, y=n. Da- 
her ist die Ortscurve des Punctes Z ein Kegelschnitt, welcher, wie in der 
Planimetrie, durch die fünf Puncte 4, B, C, D, E geht. Durch Entwicke- 
lung wird die Gleichung: 


mn 
— 0. 

Der Satz kann, wie in der Planimetrie, auch so ausgesprochen werden: 
Wenn man jede zwei Gegenseiten eines in einen (sphärischen) Kegel- 
schnitt geschriebenen Sechsecks verlängert bis zum Schneiden, so liegen 
die drei Durchschnittspuncte in einer (sphärisch-) geraden Linie. Die- 
ses Theorem ist aber für die Sphärik eben so folgenreich, als für die 
Planimetrie. 


EV. 
Eine von zwei Tangenten RM und RN intereipirte dritte Tangente 
P#( (Fig. 4.) eines sphärischen Kegelschnitts wird vom Brennpuncte / aus 
unter dem Winkel OFP gesehen, dessen Gröfse ® ermittelt werden soll. 
Nehmen wir die große Axe 4B zur ersten Coordinaten-Axe und 
F zum Anfangspunete, so ist die Gleichung zwischen rechtwinkligen Co- 


ordinaten: v (a — m oder 
1. m’—=0. 
Der Punct R sei bezeichnet mit (?,9); dann ist die Gleichung an 
das System der beiden Tangernten RM und RN: 
Die Gleichung an die dritte Tangente PrQ sei ey+ßx=1; in 
Hinsicht auf sie hat man die Bedingungsgleichung: 
Die Gleichung an FO sei y=a.x, diean FP sei y=a‘.x, dann 
a— a 
Um den Durchschnittspunet Q zu finden, substituire man y=«r 


ist tangd 


in der Gleichung «y+Pßxr=1, wodurch man erhält = 3 und 
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und yEnfz Diese Werthe müssen aber der Gleichung (2.) Genüge 


leisten; daher hat man zur Bestimmung von «@ die Gleichung: 
m’(a— aag — + 1) 9) („—ap) 
+ = 0. 

Dieselbe Gleichung erhält man aber auch zur Bestimmung von «’‘. Folg- 
lich sind @ und a’ ihre Wurzeln. Durch Entwickelung erhält sie die Form : 

und es ist dann: 
C=m. + m: 1—PBp)%. 
Setzen wir aber 1-29 ==k, und substituiren wir also 1—- =k+ßp; 
so erhalten wir: 
A= mk(mk +2mßp+2np) + pP + + 2mnß+m—1), 
B= mk(ßgm-+ map) +p7(m’ 
C= mk(mk+2mag) + +m —1). 
Weil aber der Gleichung (3.) gemäß + + 2mnß —1=0 
ist, und auch der gemeiuschaftliche Factor nk wegbleiben darf, so haben 
wir die einfachen Ausdrücke: 
mag, 
B= 
C= m+mag—mßp. 
Da aber «a und «’ die Wurzeln der Gleichung 4.0 —2B,a +C=0 sind, 


soistate'= FL und Hieraus folgt: 
daher ist dann auch: 


Man findet aber 


V(p®—(m+np)? 

Dieser Ausdruck ist unabhängig von & und ß, d. h. der Winkel ® bleibt 
derselbe, wie auch die dritte Tangente Pr 0 von den beiden anderen RM 
und RV mtereipirt werden mag. 

Wenn daher in Fig. 5. sich die Tangente PQ gehörig drehet, so 
füllt P mit M, und Q mit R zusammen; dabei rückt der Berührungspunct 


also 


tang? = oder = + 
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selbst nach M; daher ist der Winkel RPFM=PFQ. Eben so erhellet, 
dafs der Winkel NFR=PFO ist, und also 

RFM = RFN. 
Werden also von einem Puncte R zwei Tangenten RM und RN an einen 
Kegelschnitt gezogen, so wird der Winkel MFN der beiden von einem 
Brennpuncte nach den Berührungspuncten gezogenen Leitstrahlen von der 
sphärisch-geraden Linie halbirt, welche den Brennpunet mit dem Punete 
R verbindet. 

Daher ist dann auch der Winkel UFY=20=2.PFOD. 

\rerden die beiden Tangenten RM und RIV verlängert, so scelmei- 
den sie sich noch im Gegenpuncte R’von R, und wird die Tangente P'='ß' 
von ihnen intereipirt, so ist eben so auch der Winkel P/FQ', welcher mit 
D’ bezeichnet werden mag, constant, dergestalt, dafs 

P+P = 180, 
und also coss® = —cos®’ ist. Hierdurch ist zugleich die Zweideutigkeit 
ım gelundenen Ausdrucke für cos® erklärt. 

Wir können den Winkel © endlich auch noch von der individuel- 
Ion Lage des Punctes R unabhängig machen, wobei wir (Fig. 6.) als geo- 
metrischen Ort des Punctes R, unter der Voraussetzung der Beständigkeit 
des Winkels @, einen Kegelschnitt finden, welcher mit dem gegebenen 
APZB denselben Brennpunet 7’ hat, in Beziehung auf welchen der Winkel 
© bestimmt wird. Denn, bezeichnen wir den Punct R mit (x, y), so ist: 


wenn zur Abkürzung gesetzt wird: 


m 
m! und = 
cosp 


Es ist dieser Gleichung gemäls 4D selbst ein Theil der grofsen Axe 
B' des neuen Kegelschnitts, Werden die Parameter der beiden Kegel- 
schnitte mit p und p’, die grofsen Halb-Axen mit « und a’, die beiden 
Kxcentrieitäten mit e und e’ bezeichnet, so ist: 
1. tang p = tangp’. cosQ, 


n 


sin ?e sin? 
sın sın 2a 


und hierdurch ist die Beschallenheit des Kegelschnitts A’RB’A’ bestimmt. 
Die in den Scheiteln £ und B der gegebenen Curve errichteten 
Perpendikel 4M= Am und BN =Bn sind der Länge nach dadurch be- 
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stimmt, dafs der Winkel FM =BFN=® ist. Die Applicate FG, wo- 
von die gegebene Curve in g geschnitten wird, ist =p‘, und Fg=p. 

Die auf diese Sätze zu gründende organische Beschreibung der Ke- 
gelschnitte ist also dieselbe, wie in der Planimetrie, wenn nur Hauptkreise 
statt der geraden Linien genommen werden. 


V. 


Der in Beziehung auf den Brennpunct F bestimmte constante Vec- 
torwinkel yFg =9 ist nicht derselbe mit dem in Beziehung auf den an- 
deren Brennpunct f bestimmten Vectorwinkel pfy = %/, und der Zusam- 
menhang zwischen diesen beiden constanten Winkeln soll jetzt ermittelt 
werden. Um die Lage des Punctes R dabei zu bezeichnen, dienen uns 
die beiden Winkel RfB=v und RfA=w, 


Auch setzen wir tangfA=R, und tang/R=r. Demgemüls ha- 
ben wir: 


Recos@ = m-+nRecosv, und rcosYy = m-+nrcosw, 
also . m m 
R = und r 
cos pP — nCOSV cos — 


Da nım Rcosv=tang und rcosw= tang fa ist, wenn Ra senkrecht 
auf £D gefällt wird, und da auch noch Fa -Laf=Ff=2e ist, so hat man: 


m cos v —n cos w) 4 m cos —ncosv) 


tang2e = — oder 
KLOSP— N COSV)[COSW—n COSW) — mM” COSU COS 
sin ?e m (cos v cos w cosv cosw 
cos 2e cos n(cosv cos W--cosw (n?—m*) cos v cos w 


Durch Fortschaffung der Nenner erhält man also: 
sin2e cos — (nsin?e-H- m cos? e) (c0sv cos + cosw cos ®) 


4 ((n?— m?) mn cos?e) cosvcosw (0. 
sin 2e cos?e—cosQa . 
Bedenkt man nun, dafs 2 = —, und m = ist, so hat man: 
sın2a sin?a 
1 — cos?e cos?a 
nsin?e mcos?e = 
+ sin?a 9 


("— m’) + 2mncos?2e = sin?e, 
und also: 


cosv cosw __ 1—cos?e.cos?a sin (a-+e)?+sin (a—e)? 


Werden also v, w und ® als gegeben angesehen, so kann % daraus ge- 
funden werden. 
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v1. 

Wenn sich zwei sphärisch - gerade Linien, deren Gleichungen y—y 
—=a(2—p), und y—9=P(e—p) sein mögen, und die also beide durch 
den Punct (p,g) gehen, unter einem Winkel D schneiden, so ist bei der 
Voraussetzung rechtwinkliger Axen- Coordinaten : 


+ 
1+g9’— 
Sind die beiden Linien Tangenten eines Kegelschnitts, dessen Glei- 


2 


= 


2 


x y 
DO tang a? tang b* seın mag, so ıst 
— 274 tange b? — g° 
tanga”—p tanga® —p 


2Y (g* tanga® + p*tang b? —tang 
tang a? +tangb* — (1-Hiang 
Soll der Winkel ® ein rechter sein, so hat man: 
(1 +tanga?) + (1 + tang 3°) p* = tang a’ + tang 
Daher ist der Ort des Punctes (7,9), von welchem aus an eine sphärische 


tang$ = + 


Kilipse jedesmal zwei auf einander senkrechte Tangenten gezogen wer- 

den können, wieder eine Ellipse, welche mit der gegebenen denselben Mit- 
teipunet hat. Werden ihre Axen mit und B bezeichnet, so ist: 

tang (tanga’+tangb?)cosb’, und tangB? = (tang + tang b?) cos a®. 

In der Planimetrie ist die analoge Ortscurve bekamntlich ein Kreis, 

hier aber nur in dem Falle, wenn die gegebene Curve selbst ein Kreis ist. 


Cleve, den 1. Juny 1830. 
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21. 
Elementarer Beweis eines ın der Differenzen-Rechnung 


vorkommenden Ausdrucks. 
(Von Herrn E, Köhlau, Lieut. im Königl. Preufs. 26sten Inf. -Reg.) 


Y\ enn u=x"” ist, und es wird der Ausdruck A”u gebildet, Ax con- 
stant gleich 2 angenommen, so ist das allgemeine Glied desselben: 


—1 1 m-r Ir r r 
m (m = (m h (7 (r—1) +! —ete.). 


Bei Bildung der Differenzen Au, A’u etc. zeigt sich 
aber, dals A”u keine Potenzen von 2 enthalten kann, deren Exponent 
kleiner ist als 2; es mufs also, wenn n>r: 


1. n’—n(n—1) .(n— — etc. = 0 


sein. Eben so findet man, dals A” u TE und dem Product der na- 
türlichen Zahlen von 1 bis 2 in 2” gleich ist, es muls also: 


2%. m"— m(m—1)" 13 (m — 2” — ete. 1.2.3.0 


sein. Beide Ausdrücke lassen sich nun auch auf folgende Art, ohne Dif- 
ferenzen -Rechnung zu gebrauchen, beweisen, 


So lange 2>1, ist immer: 
—1)\(n—2 (n—1)\(n—?)(n— 


Multiplieirt man diese Gleichung mit 2, so ist auch: 


Wird hier 2 mit 2—1 vertauscht, so wird: 
(n—1)(n—?) 
+ 15 3) — etc. = 
wenn 2—1>1 oder n>2 ist. Addirt man nun diese Gleichung zur vo= 
rigen, ordnet die Summe und er sie mit 2, so wird, wenn 2 >? 


+ —ete. = 0, 
Eben so findet man, dafs 
n(n— +0 (n— 2)’ — ete = 0 
ist, wenn 2>3. Gesetzt nun, Find Ausdruck hätte sieh als richtig be- 


währt, wenn der Exponent r, und r>r ist, und es wäre: 
Crelle’s Jonrnal d. M. VI, Bd. 3. Hit. 34 
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2) — etc. = 0, 


so würe auch, wenn 2—1>r n>r+t1: 


(a — 1)" — (na—1)(na— + (n—3)— et. = 0. 


Werden nun diese beiden Gleichungen addirt und die Summe mit 2 mul- 
tiplicirt, so ist: 
und die Richtigkeit des Ausdrucks (1.) hierdurch allgemein erwiesen. 
Der Beweis für den Ausdruck (2.) folgt aus (1.) unmittelbar; denn 


setzt man: — n(n—1)" + — —— 2)" — ete. = f(n), 


und addırt: 


(n 1" —(n+ + (n— 1)" — (n— etc. —0, 


so wird der Werth von f(z) nicht geändert, und es bleibt: 
(+1 — + > — (n— + etc. = /(n). 

Werden nun beide Theile der Bieten mit (2-+-1) multiplicit, so 
wird der erste so von (2-+1) abhängig, wie es f({rn) von r war, mithin 
/(a+1) sein. Es wird daher: fr =(n+1)f(n). 

Setzt man nun 2=1, so wird f(r) auch der Einheit gleich, daher 

Läfst man nun den Exponent zunehmen, und geht zu den Reihen 
über, deren Anfangsglieder „... n"t" etc. sind, so werden zwar 


die Ausdrücke fir dieselben zusammengesetzter, doch ist das Gesetz, nach 
welchem sie nach und nach aus einander abgeleitet werden können, ganz 


einfach. Denn setzt man: 


n(n—1) 
tete. = fin, r—1), 
multiplieivt die zweite Gleichung mit 7, und zieht sie von der ersten ab, so er- 
hält man: 


— f(n,r)—nf(n,r—1). 
Der erste Theil der Gleichung ist aber, wenn er analog mit den vorigen 
Ausdrücken bezeichnet wird: zf(r—1,r); es ist demnach: 


= nf(n—l,r) + nf(nr—]1). 


EEE 
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22. 


De resolutione aequalionum per series infınıtas. 
(Auct. ©. G. J. Jacobi, prof. math. Regiom. ) 


T heoriam resolutionis aequationum per series infinitas prineipiiss novis su- 
perstruam, quae maxime in eo versantur, ut indagetur seriei eruendae 
funcetio generatrix sive functio, in cuius evolutione certa quadam ra- 
tione instituta inveniamus seriem, «quae radicem exprimat, ut certi cuius- 
dam termini co@lfieientem. Ita videbimus, proposita aequatione f(x)=0, 
series, quibus radıx eius adeoque potestates radieis exprimantur, erui ex 
evolutione singulari expressionis log f(x) vel etiam propositis inter 


duas variabiles x, y duabus aequationibus y)=0, y)=0, series, 
quibus radices x, y earumque potestates et producta exprimantur, erui ex 
evolutione singulari expressionis 
FEN -F NE“), 
propositis inter tres variabiles x, y, > tribus aequationibus 
series, quibus radices x, y, z earumque dignitates et produeta expriman- 
tur, erui ex evolutione singulari expressionis 
«uae iam facile patet, quomodo ulterius continuentur. 


Adnotare convenit, iam olim Il. Lagrange in initio ipsius com- 
mentationis celeberrimae, qua theorema, quod ab eo nomen refert, con- 
didit (ist. de !’Acad. de Berlin a. 1768.), generationem illam seriei, per 
quam radix aequationis f(x) =0 exprimitur, animadvertisse, sed postea 
viam illam, qua theorema suum invenerat, dereliquisse. Namque et ipse 
et alii ejus, quam tum dederat, demonstrationis desiderabant rigorem. Aliis 
est principiss demonstratio nostra superstructa, quibus tamen magna inter- 
cedit similitudo cum is, quibus sagacissimus Cauchy in caleulo, quem vo- 
cavit residuorum, usus est. Attamen cum a nobis haud pauca adiecta, 


atque principia illa multo latius extensa adeoque ad resolutionem duarum 
34 * 


__ 
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vel plurium aequationum plures variabiles involventium applicata sint, hoc 
ipsum ad calculum illum residuorum, quo tam feliciter autor uti solet, ul- 
terius promovendum facere potest. 


Quia vero in sequentibus seriebus, de quibus quaeritur, invenimus ut 
certarım expressionum certa quadam ratione evolutarum co6ffieientes, n0- 
tatione nobis opus erit, qua evolutionis propositae singuli co@flicientes ex- 
primantur. Quem in fnem eandem adhibebo, qua olim in commentatiun- 
cula „de fractionibus simplicibus” (Berol. 1825) usus eram. De- 
signante enim f(x) funetionem certa quadam ratione ad dignitates ipsius x 
evolutam, coefficientem dignitatis x” in ea evolutione designabo per cha- 


racterem f&)] 


Nee non functione plurium variabilium ad dignitates earum 

evoluta, co@fhiecientem termini x” y"z?.... designabo per characterem 

Observari quidem potest, quoties functio evoluta nonnisi positivas integras 

variabilium contineat, in locum notationis nostrae usitatam differentialium 

notationem restitui posse. Eo enim casu fit e. g. 


0" f(x 


posito post differentiationem et designante II2 productum 1.2.3.7. 
Idem locum habet, ubi f(x) negativas adeo dignitates ipsius x continet, 
neque tamen in infinitum. Ubi enim funetione ea per x” multiplicata, 


dignitates omnes positivae evadunt, fit 


ortr, ac” f(x) 
Il (m + n) dat”? 


posito post dilferentiationem e=0. Eadem de pluribus variabilibus va- 
lent. At in sequentibus etiam evolutiones, quae utrinque in infinitum ex- 
currunt, considerabuntur, sive quae variabilium et positivas et negativas 
dignitates in infinitum continent, quarum coöfhicientes per dillerentialium 
notationem exhiberi non possunt. Unde maxime ad notationem novam 
confugiendum erät. 


Adnotandum autem est, in genere expressioni [f(x)]," eertam no- 
tionem non subesse, nisi antea, quem evolutionis modum adhibere conve- 
nit, definitum erit. Fit enim, ut quoties de evolutione functionis agi- 
tur, cuius argumentum pluribus nominibus seu terminis constat, veluti 
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allam aliamque seriem eruas, ubi 


1 
a+tb-+c+.... 


secundum alius nominis 0, 5, €, »... dignitates descendentes evolutionem 
instituis. Unde nisi definito evolutionis modo ceo@fficientes determinatae 
non erunt. Jis casibus, ut ipse adspectus doceat, quem evolutionis mo- 
dum adhibere placet, nomen illud, secundum cuius dignitates descendentes 
evolutionem fieri supponitur, primum ordine exhibebo, sicuti in commen- 
tatione anteriore „de singulari discerptione fractionum etc.” feci- 
mus. Interim tamen, ubi commodum judicabitur, quem evolutionis mo- 
dum adhibere conveniat, diserte adiicietur. 
Jam principia, de quibus diximus, 'sequentibus lemmatibus exponemus. 


Lemma I. 
Ponamus functionem f(x) certo quodam modo evolutam alios ter- 
minos non continere, nisi qui ipsius ar dignitates sint neque igitur loga- 


of(«) 


. . . . 1 
rithmum ipsius x; diflerentiale eius 5, termino — carebit, quippe qui 


nonnisi e differentiatione termini logx provenire potuisset, qui in f(x) non 
invenitur. Erit igitur 
1 of 0 


- loco f(x): 
m Of (x) 
2 


x 


Formula 2. exceptionis casum habet, qui considerationem sibi peculiarem 


unde etiam, posito 
m 


poscit, casum quo ma =—1. Quaeramus igitur coöficientem ipsius — in 


expressione __ Aloef(r) 


Sit terminus ipsius f(x), secundum euius dignitates descendentes log f(x) 
evolvatur, @,x“ et ponatur: 


= 
Jam expressio 
U? U4 
les IH = U — 
| e solis dignitatibus ipssus x constat, unde 
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ideoque 


0x Ir 
Videmus igitur, ubi dignitates functionis f(x) secundum dignita- 
tes descendentes termini @,x“ evolvantur, quem ponimus 
unum esse e terminis ipsius wi in expressione 


co&ffieientem termini — esse =0O sive expressionem illam 
termino — omnino carere, nisi sit a=—J1, quo casu termi- 
nus — co@ffieientem naneiscitur 


In applicationibus huius lemmatis, quas infra faciemus ad resolutio- 
nem aequationis per series, erit terminus, secundum cuius dignitates descen- 
dentes evolutio instituenda est, «x sive prima potestas variabilis; quo igi- 


tur casu statuemus: 
nr/ 
| 1 


Ponamus 7'(x) esse aliam functionem, quae evoluta et ipsa e solis 
dienitatibus ipsius constet, erit e l.: 


o.F (a2) 


— | fe) ’ 


0x 


ua formula interdum commode uteris. 


ideoque 


sive 


Lemma Il. 

Ponamus, functiones f(x, yY), P(x,Yy) certo quodam modo evolutas 
alios terminos non continere nisi qui ipsarum x, y dignitates dignitatum- 
que producta sint, ideoque carere terminis logr, logy: sequitur e lem- 
mate I., in expressionibus 


*) Ubi commodum duco, differentialium partialium notationem, quam Ill. La- 
grange proposuit, adhibebo, 


| j | 
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in altera terminos in = ductos, in altera terminos in = ductos deficere ; 


Quarum igitur dilferentia «moque 


1 
cum termino ai carent, eruimus theorema novum ac memorabile: 


Unde etiam, posito 1 loco f, sequitur: 
Quae formula exceptionis casum habet, ubi m = — 1 n=—1, qui seor- 
sim examinandus est. 


Ac primum observo, ubi alter tantum numerus e. 
formulam 7. non mutari, sive etiam expressionem 


1 
termino 37 carere. Ponamus enim, esse a.x" y’ terminum ipsius 


secundum euwius dignitates descendentes dignitates vel logarithmus eius evol- 
vantur, continebit logf(x,y) terminos logarithmicos + vlogys 


differentialibus autem abeunt logarithmi, unde etiam expressiones 


e solis dignitatibus et producetis ipsarum x, y constant. Bine sequitur, in 
differentialibus earum 


0x 


respective terminos ın Fi ductos deficere; unde neutra habebit termi- 


1 
num ideoque nec dilferentia earum 


quod demonstrandum erat. 
Jam vero videamus, quaenam evadat formula 7., ubi simul =— 1, 


sive erit: 


n = —1, sive quaeramus co6fhicientem termini 


unde in neutra invenietur terminus 
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Ponamus, esse ax*y”, y” terminos ipsarum f(x,y), ®(x,y), secun- 
dum quorum dignitates descendentes potestates earum et logarithmi evol- 
vantur, ac sit: 

(14V). 
Ponatur porro brevitatis causa 


= 


quae expressiones e solis dignitatibus ipsarum x, Y constant: invenitur 
Glogf Alogp 


= 
In aequationis dextra parte, uncis solutis, inveniuntur expressiones 
1 1 0M 1 10M 


quae ex theorematibus antecedentibus termino je carent omnes, unde in ex- 


pressione antecedente cocfhicientem ipsius = nanciscimur simpliciter av’ — 
sive fit: 
= uvV—u'v 
Videmus igitur, ubi dignitates funetionum f(x, y), P(x,y), quae e 
solis dignitatibus variabilium x, y constant, secundum digni- 
tates descendentes terminorum 
evolvuntur, quos in funetionibus illis inveniri supponimus, 
in expressione 


. . . 1 
coefficientem termini — esse = 0, sive termino eamı 
omnino carere; nisi sit simul —1l, —1, quo casu ter- 


. 1 . . N 
minus co@ffiecientem naneiseitur av’—u’v. 


In applicationibus huius theorematis, quas infra faciemus, evolutio- 
nes secundum dignitates descendentes terminorum «x, by instituentur, 
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quo igitur casu a=vV—=1, W=v=0 ideoque 


1. 


xy 
Assumta tertia functione facile probatur, esse: 


Jam quoties fe “ et ipsa e solis variabilium x, y dignitatibus constat, 
e theorematibus antecedentibus expressiones 


termino carent, e 10. prodit: 
/ / 
= 
cuius theorematis infra usus erit. Adnotandum, quoties F u abire 
11.in 6. Lemma III. 


Ut similia eruamus de tribus funetionibus, tres variabiles x, y, x 
involventibus, f(x, 2), (2, 2), Y(&, 2), adnotetur aequatio identica: 
12. - 4 
0x ey 
m! 


quam differentiationibus exactis facile probas. E qua, posito brevitatis causa 


Auit sequens: 

IC 02 
V, 

Ponamus, in functione f(x, y,z) evoluta praeter dignitates ipsarum x, y, : 
alios terminos non inveniri, ideoque eam et a logarithmis earum yacıuam 
esse; porro duas reliquas functiones P(x, y,2), Y(x,Yy,z) evolutas sive et 
ipsas solis dignitatibus variabilium x, y, z constare, sive praeter illas adhuc 
continere terminos logarithmicos 

+vlogy + »’logz, + v’logy + logz, 
designantibus a‘, v’ ete. constantes, Patet, expressiones certe 
Crelle's Journal d. M. VI. Bd. 3. If. 39 
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a logarithmis vacuas esse, ideoque etiam expressionum 


0% 


prımam termunıs ın secundam in tertiam ın ductis carere; unde 


earum nulla continebit terminum re ideoque nec summa earum, quam 


e 15. vidimus esse =\V. Naneiscimur igitur theorema fundamentale: 
14. [V],-: ya 0. 

Ponamus iam, etiam primam functionem f (x,y, x) terminos loga- 
rithmicos continere gloge+ vlogy+ »logs, designantibus @ con- 
stantes, ita ut posito 

Sa, y,2) = eloge +vlogy+alogs +7, 
U solis variabilium x, y, z dignitatibus constet. Qua expressione loco 
substituta in ipsa V, ft V= 


Jam e 14. pars prima ie expressionis 


termino rn caret; porro e lemmate lH. facile obtinemus, in expressionibus: 


coefficientes terminorum respective esse 


ünde prodit theorema, siquidem functiones f, ®, % evolutae prae- 
ter dignitates variabilium x, y, z adhuc contineant termi- 
nos logarithmicos 
Alogx + vlogy + alogz, + v/logy + wlogz, 
+ v”logy + o’logz, 


Rursus ponamns, functiones f(x,y,2), P(a,y,2), Y(x,y 2), certo 

quodam modo evolutas solis variabilium x, y, z dignitatibus constare, ea- 
rumque dignitates et logarithmos ad dignitates descendentes terminorum 
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qui in iis inveniri supponuntur, evolvi: logarithmi earun» evoluti praeter 
dignitates variabilium continebunt terminos 


rlogx + vlogy + alogz, + vlogy+ »logz, 
+ v”logy + log=. 
Hince ubi in ipsa V loco f, 9, substituimus vel f”, vel logf, 


log@, logy, e 14., 15. fluit theorema, siquidem non simulm=n= 


P= 1, fieri 
16. [f” 9" = 0; 


quoties vero fieri 
xy z 


In applicationibus, quas infra faciemus, evolutiones ad dignitates descen- 
dentes terminorum ax, by, cz instituentur, quo igitur cası a 
=1, reliqui auem ideoque 


Ut formulae 11. lemmatis HI. similem eruam, assumta «marta func- 
tione F'(x, y,z), quae et ipsa solis variabilium dignitatibus constat, trans- 
np > ) . 
lormo expressionem [#’.V],- in aliam in qua P dille- 
rentialia functionis f secundum x, functionis ® Y, Junetionis 
seeundum x sumta non contineat. Quod transigitur hunce in modum. Po- 


sito enim fF loco f in expressione ipsius V, formula 14. in hane abit: 


Porro e 11. sequitur: 


nec non e 4.: 


Quibus in aequatienem superiorem substitutis, 
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Ouae formula facıle in hane abit: 
18. — [F,V] -1, -1,-.1ı 


/ 


0z0x 


0x0y 
+ 


E formulis 11., 18. videbimus infra theoremata, quae Ill. Laplace 
de resolutione duarum aequationum inter duas, trium inter tres variabiles 
propositarum olim exhibuit, sponte demanare, quas igitur hoc loco ante- 
mittere placuit, quo facilius nostra cum illius inventis conciliari possint. 
Indicata via, quae de duabus, tribus functionibus erwimus, ad maio- 


rem funetionum numerum facile extenduntur. 


De reversione serierum, 
sive resolutione aequationis propositae per series infinitas. 


Lemmatum traditorum primam applicationem ad casum simplieissi- 
mum ac saepius tractatum faciamus, quo de radice aequationis propositae 
in seriem evolvenda quaeritur. Videbimus, ex evolutione logarithmi ipsius 
expressionis, quae nihilo aequatur, certa quadam ratione instituta, seriem 
quaesitam eiusque et potestates et logaritımos profluere, quippe quae in 
evolutione illa ut co@flieientes invenientur. 

Quaestio de radice aequationis in seriem evolvenda omnibus casıbus 
ad reversionem serierum revocari potest, qua id agitur, ut proposita 


alia indagetur series, qua vice versa x per X exprimatur: 

unde proposita aequatione 
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invenitur radıx 

Aequatione identica 

+ 5,X'+...., 
differentiata et post diflerentiationem per X” divisa, obtinetur: 

Evolvamus in hac aequatione singulas dignitates ipsius X ad dignitates 
ascendentes ipsius x ideoque ad dignitates descendentes termini «@, x, qui 


in ipsa X invenitur: sequitur e lemmate I., in altera parte aequationis, 


dictum in modum evoluta, terminum — honnisi in expressione 7 


"Xox 


inveniri; porro ex codem lemmate fit 


n n 
Ä n 


Quae est determinatio generalis coöfhicientium evolutionis quaesitae. 


unde iam 


Eadem omnino methodo, posito 


co@ffieientes b, determinas. Dilferentiata enim aequatione, quae identica 
fieri debet, 
= 
et post differentiationem divisione facta per X”+"; altera pars aequatio- 
nis e lemmate I. in unica expressione (rn --r—1)b, terminum 
habet, unde fit: 


m—ı X 


sive cum generaliter sit: 


= 
fit: 


> m 1 
19. — ll... 
Quoties est integer negativus et 2= —m-+-1, quo casu 19., in- 
determinata evadit, in locum eius formulae haec substitui debet: 


| 

| 
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-m 


20. = mT[logX],n , 
quod facile probatur. Eadem porro methodo, posito 


loge = logy + logb, + 


invenitur: 
2 1f1 
21. 
Ubi m est integer positivus, sequitur e 19.: 


yrtı 


1 . 
sive cum neque logX, neque 235 «+ Evolutae terminum x” 


contineant: 
a” 


Ex eadem formula, collata 20., fit: 


—1 __ y | 


sive cum in A”#, X”#, „... nonnisi dignitates ipsius x altiores quam 


inveniantur: 
23, 


Porro ex 21. fit: 
‚2 ‚3 
= logb, +logy + + + 


sive cum logd, = —loge, = —[logX ],o: 
24, = logy — [log X 
In locum formularum 22,., 24. substitui possunt hae: 


25. — = 


m 
26. = [log(y— X) —log(X— y)]. 

cum expressio log(y— X) positivas ipsius x dignitates omnino non conti- 
neat; unde formulam 25. valere videmus pro omnibus valoribus numeri 77 
et positivis et negativis. 

Ouae ne praepostere intelligantur formulae, revocare placet, secun- 
dum ea, quae supra monuimus, pro diverso modo, quo binomium, cuius 
logarithmus evolvendus proponitur, seribatur sive y—X sive X—y, nos 


denotare per expressiones log(y—&Ä), log(X—y) series diversas 


—1 


m 


= [log y— A) — log 
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in quibus porro dignitates et logarithmus ipsius X ad dignitates ascenden- 
tes ipsius x evolvendae sunt. Quibus bene intelleetis, docent formulae 25., 
26. in eadem expressione log(y—X)—logX—y), dietum in 
modum evoluta, in qua evolutione praeter logarithmum ipsius 
x dignitates eius et positivae et negativae in infinitum in- 
veniuntur, co&fficientes dignitatum negativarum exhibere 
dignitates positivas, dignitatum positivarum negativas, con- 
stantem logarithmum seriei, qua radix x aequationis Ä=y 
exprimitur. 

Ponatur 

ita ut ex aequatione XA=y fat =}, e 25., 26. obtines aequationes 
identicas: 
27. [lgy—X)— le 


mn 
28. = [bg(y—X) — log 
E quibus formulis, ubi evolutionem expressionis log(y—X)—log(X— y) 
secundum dignitates ipsius x ordinas, invenis: 


l X X = Y 
+lgI- 


sive quod idem est: 

29. log(y— X) —log X—yr) = los(Y—ır) — log(xe—Y). 
Quae formula mirae simplieitatis immutata manet, ubi x, X cum y, Y per- 
mutantur; quod pro reeiprocitatis lege, quae inter aequationess 
x = Y intercedit, cum ex illa haec, ex hac illa sequatur, locum habere 
debet. Quo rectius perspiciatur, quam notionem subesse volumus formulae 
29., quae in hac theoria ut canonica spectari potest, proponamus eam ut 


Theoremıa 
Proposita serie 


Ä == ax +... 


sıt 


Y= 
series, quae e reversione propositae nascitur, ita ut posito 
X=y fiat Y=x: erit identice: 
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log y—&) — log X—y) = leg (Y—x) — log(e—Y), 


X? X? x 
log y 2y: 3,7? u... sy: —9y3 


2 3 cz 2 
siquidem in aequationis parte prima singulae dignitates et 
logarithmus ipsius X ad ascendentes dignitates ipsius x, in 
parte secunda singulae dignitates et logarithmus ipsius Y 
ad ascendentes dignitates ipsius y evolvuntur. Quod docet 
theorema, in eadem evolutione expressionis 
log (y— X) — log(X—y) = log(’— x) — log(e—Y), 

seeundum dignitates elementi y ordinata, inveniri ut co&@ffi- 
cientes dignitates et logarithmum seriei propositae, secun- 
dum dignitates elementi x ordinata, dignitates et logarith- 
mum seriei inversae. 

Theorema curiosum, quod iam proposuimus, propter eam, qua gau- 
det, coneinnitatem alia adhuc demonstratione maxime expedita comprobare 
operae pretium est, 

Ponatur X=f(x), atque evolvantur expressiones 

‚\2 ‚\3 

log(fe—fy) = log (2) — 

2 3 

ad descendentes dignitates ipsius @,, unde altera log(fa—fy) solas posi- 
tivas dignitates ipsius y, altera log(fy— fx) solas positivas dignitates ipsius 
x, neutra positivas ipsius @, continebit. Quibus conditionibus evolutionis 
ratio ommino definita est. Jam sit 


III! = a 


erit 
los =loga—y) + + — — — 
los| f — =log(y—x) + + logy — 


In utraque expressione log eodem modo evolvi debet, videlicet ad digni- 
tates descendentes ipsius @,, unde subduetione facta prodit: 

30. logs(fe—fy) —log(fy—fx) = log(e—y) — 
Jam in hac aequatione loco y substituatur Y, quo facto, cum sit /(Y)=y, 


| 
| 
sive: 
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formula 30. in hane abit: 
log (fe —y) — log(y— fx) = log(r— Y)— log (Y— x), 
quod, posito fx =X, est theorema demonstrandum. 


Ponatur 
DB’ DB" 
aequatione 


log y— X) —log(X—y) = log (Y— x) — log(e— 7), 
multiplicata per invenimus co6fhieientem termini 


sive 
{Hog(y— A) — log X—y)]F = 
vel posito = = cum st Y=xr: 


3l. = {[log(y—A) — log 
Ubi in (x) invenitur constans, ea dextrae parti aequationis adiicienda erit. 


Quoties @(x) solis positivis dignitatibus ipsius x constat, 31. sim- 
plicius exhibetur: 


P+Py+ 
it P=09(0) atque 


Posito igitur 


33, pn) — | 


n xr 


Sit aequatio proposita | 
atque evolvatur in seriem 
Posito x, aequatio proposita abit in y= in 
ubi igitur in 33. ponimus 


fit 


n 
sive e theoremate Tayloriano: 
Crelle's Journal d. M. VI. Bd. 3. Hit, 36 
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IIn.dar 
unde 
2 „ 2 2 3 


quae est series Lagrangiana. 
Non generalior est aequatio, quam Ill. Laplace sibi resolvendam 


quippe quae, posito s=F(u) in formam supra adhibitam redit: 


quod adnotare convenit. 


Inventa funetione generatrice seriei, qua radix aequationis PrOoposi- 
tae sive functio radieis exprimitur, id commodi nacti sumus, ut eadem ex- 
pressio omnibus modis, quibus evolutionem ordinare placet, facile accom- 
modetur, ideoque etiam casui maxime generali, quo proposita aequatione 
Y), funetio ad dignitates ipsius y evolvenda est. Data enim 
aequatione 

0= f(x,y) 
er. 


roponatur funetio 


in seriem evolvenda 
ut eruatur P”), observo, e formulis nostris esse 
36. Ya, y) = y)— 2 logf(x, y] 
0x 


iam expressionibus 22 log f(x, y) ad dignitates ipsius y evo- 


lutis, sint termini generales 
A” 
rn) — gm) 
37. P — A [7 


Dedit olim Ill. Laplace in ipsa commentatione, qua seriem La- 
grangianam primus rigorosa eaque elegantissima demonstratione muni- 
vit (Hist. Acad. Par. ad a. 1777), sive demonstratione theorema curiosum 
hue pertinens, quod cum attentionem Geometrarum fugisse videatur, ipsis 
autoris verbis apponam locum integrum. Postquam enim e consideratione 


erit 


‚ in qua s data functio ipsius x, resolutionem 


0x 


aequationis (>=) zum <( 


proposuit: F(atyfz), | 

| 
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aequationis adeoque plurium eiusmodi aequationum inter 
plures variabiles deduxerat, haec commentationi ad calcem adiicit. 

„Consideratis aliis aequationibus ad differentias partiales inter x, z, 
t, per methodum praecedentem functionem quamlibet u ipsius x in seriem 
evolvere liceret, et invenirentur eo modo innumerae aequationes inter x 
et z, pro quibus evolutio ista succedit; at satis longe adhue a solutione 
abessemus problematis generalis, quaeceungque sit aequatio inter x et & pro- 
posita, functionem quamlibet ipsarum x et &, si fieri possit, ad dignitates 
integras positivas ipsius & evolvere. Quod ut resolvatur problema, iam 
theorema proponam propter eam, qua gaudet, et generalitatem et simpli- 
citatem attentione Analystarum dignum.” 

„Sit aequatio inter x et proposita, et funetio ipsius x 
et in seriem evolvenda; posito abit aequatio proposita in 0) 
—=0, qua resoluta habebuntur radices inter se diversae, quibus series di- 
versae, in quas z evolvi potest, respondent; sit e—a=0 una e ralieci- 
bus illis, expressio ®(x,0) factorem habebit potestatem positivam ipsius 
x quam ponimus esse (e—0)'; quibus statutis, ubi nominatur y, 
terminus generalis evolutionis funetionis z, quae radici respon- 
det: erit re 
on, losy (x, 


0X 


e"u 


In = 1.2.3....a— 
siquidem in altera parte aequationis 1°. binae variabiles x et z ut inde- 
pendentes considerantur, 2° post diflerentiationes secundum & factas poni- 
tur 2=0 et post dillerentiationes omnes x = a.” 


Hoc theorema per formulam nostram 37. facile probatur casu quo 
:—=1; casu vero quo Z non —=1, invenitur idem egregie falsum esse. Ko 
enim cası factori (e— «@)' respondent 7 radices acquationis Pr, a) = 0 in- 
ter se diversae nec nisi posito = inter se acquales; neque formula ab 
ill. Laplace apposita ad functionem unius radicis, sed ad summam fune- 
tionum, quae singulis illis 2 radieibus respondent, pertinet. Locus ille hune 
in modum emendandus erit. 

Sint radices aequationis P(x,x) = 0, quae factori (a respon- 
dent, X, +... porro valores, «quos funetio induit, posito 

+...+tu = 29.8, 
36 * 
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io"u 
Inda® IH (in — 1)0. 
post diflerentiationes transactas posito x = ua.” 
Demonstrationem huius theorematis hoc loco praetermitto. 
Per formulam nostram 37. facile etiam problema resolvitur, data 
aequatione P(x,y)=0, ubi y ut functionem ipsius x spectemus, exhibere 
generaliter dillerentiale functionis Y(x,y); fit enim, ubi simpliciter 


yo) 


0” oh” 
In —1)ci"" 


post differentiationes posito A=0, i=0; sive generalius, ubi 


0x" 


In 


post dilferentiationes posito =0, ?=0. E quibus formulis per regulas 


notas facile deducis formationes combinatorias sive terminorum JSormatio- 
nem, quibus expressio quaesita constat, et numeros, qui terminos illos 
allıciunt, 


De resolutione duarum aequationum inter duas variabiles 
propositarum per series infinitas, 


Datis aequationibus inter duas variabiles: 


ponendo 
(m (m) 
/ 
av—bir=u, 
transformo eas in has simpliciores: 
t= 
u=Ay-+ß 
Jam ubi funetio radicum f(x, y) evolvenda est im seriem 
y)=2 "u, 


posito 


erit: | u 
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Arte 


lieri debet identice 


fi, y) == Y”, 
quod determinationem co@fhicientium suggerit. Quarum expressionem 


generalem per lemma II. ita invenio. 


OX eY oY 


Posito enim brevitatis caua X = -—, =-—-, Y=--,Y=--, 
in evolutione expressionis Im secundum dignitates descendentes ipsmus 


& instituta, inveniuntur elementorum x, y et positivae et negativae dignitates, 


neque tamen, uti in lemmate II. vidimus, terminus sit simul m =1, 


eo autem casu, in eo lemmate vidimus, ipsius coefficientem 


esse =1. Itaque multiplicata aequatione Identica 
- 
i XY—X,Y 
xrt yıtı > 


e lemmate IR. in altera aequationis parte terminus invenietur nisi 


in ea expressione, in qua m =p, quae lit 
XY ’ 


in qua porro ex eodem lemmate termini cocfficientem habes Unde 
jam: 
__ X Y, —X, 
41. C, — xrt yıtı 
Qua formula generali completa problematis solutio continetur. 
Ubi f(a,y)=x"”y”, 41. facile in hanc formulam abit: 
MXY,—X, 
42, C, xrr (m+1) (n+ı)* 
Ut exemplum adsit, quomodo e formulis traditis formatio combinatoria ter- 
mini generalis evolutionis quaesitae inveniatur, formationem ipsius ©” in 
42., qualem formula la suggerit, indicabo. 


. 
Apparebit primum, €, ' formam induere: 


in quibus 4, funetio integra positiva co@fficientium aequat!onum proposita- 
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i debet: 
fierı debe mA; 


porro posito 
fieri debet: 


M+N=p+ae—m, 

Cocffiecientem autem numericum nancisceris: 
TI a—1)II b—1 TIa 
(N + mM’ + mn IT» 
Simul autem in ipsa 4, terminos omnes invenis, qui conditionibus assigna- 
tis satisfaciunt. 
Observo, ubi formas pleniores adhibuissemus 


lormulamı nostram generalem 


C, y) xrt yıtı 
adhue locum habuisse, siquidem expressio 


1 


ad digmitates descendentes elementorum «@’, «a, evoluta fuisset; tum vero 
Ce pluribus seriebus infinitis compositam fuisse, quae ex evolutione ex- 
pressionis 1 1 

ad descendentes dignitates ipsarum u‘, b, instituta, ortum ducunt. Quas in 
commentatione „, de discerptione singulari etc.” vidimus omnes summari posse 
per fractiones, quarum denominatores eiusdem quantitatis A = «’b,—.a, b' 
diguitates sunt.  Cui igitur summationi per transformationem aequationum 
propositarum indieatam, qua in terminis primae dimensionis altera variabi- 


tollitur, omnino supersedemus, et via directa expressionem ipsius 
in terminis finitis obtinemus. CGeterum idem assequeris, ubi loco x, y va- 
viabiles &, v inducis, ponendo 

x=bE—av, 
unde termini lineares fiunt 
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Docet formula nostra generalis 41., termini generalis evolutionis 
quaesitae (pP) 
{unetionem generatricem esse 


XYy—_XY 


cuius formulae ope facile etiam totius seriei, qua f(x, y) exprimitur, func- 
tionem generatricem assignas. Ubi enim evolutio quaesita nonnisi positi- 
vas dignitates ipsarum /, u continet, tribuendo numeris 2, 9 valores omnes 
a 0 usque ad ® obtines: 


XY—X,Y 


Quoties vero evolutio etiam dignitatibus negativis ipsarum f, u affecta est, 
poni debet, quae formula etiam illum casum amplectitur: 


u—Y 
ubi e more nostro per expressionem 


1 1 ) ( 1 1 
I—-A/\Y—u 
denotamus seriem utrinque infinitam 


u? 


yıtı 
tributis numeris p, 9 valores omnes a —» ad + x. (Conf. comm. supra 
cit.) Posito f(x,y)=x"y", fit e 44.: 


u—Y 


Inventa seriei quaesitae functione generatrice, id commodi nacti su- 
mus, ut iam eadem expressio omnibus modis accommodari possit, quibus 
evolutionem functionis radicum ordinare placet. Sint enim coöffieientes 
aequationum propositarum X—2=0, Y—u=0 et ipsae functiones alia- 
rum variabilium v, w, ubi functionem radicum, quae et ipsa variabiles v, 
w involvit, P(x,y,v, w), secundum dignitates ipsarum v, w evolvere pla- 
cet, evolvatur functio generatrix secundum has ipsas variabiles; quo facto, 
ubi terminus generalis illius evolutionis est 


in quo P! ’ solas variabiles x, y continet, erit terminus generalis evolutio- 


nis quaesitae [ 


Quae est solutio problematis maxime generalis, datis aequationibus 
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=0, Yla,y,v,w) = 0, 
funetionem f(x, y, dv, w) in seriem secundum dignitates ipsarum v, w pro= 
gredientem evolvere. 
Sint series, quibus radices x, y exprimuntur: 
= == 
quibus loco x, y in formula 45. substitutis, obtinetur aequatio identica: 


—1 X 
quae docet aequatio, in evolutione expressionis 
1 1 1 3 
( NX—t t— \Y—u u—Y/? 
ad dignitates ipsarum x, y ordinata, terminum generalem esse 
Tr U” 


quae expressio perinde ad valores omnes positivos atque negativos nume- 
rorum 772, 2 pertimet.  Tribuendo izitur numeris 7, rn valores omnes a 
— x usque ad — x, eruimus aequationem identicam memorabilem: 


KEEP) (— )( 1 A 


= 


Propter eorrelationem, quae inter aequationess Y—u=0 et 
aequationes x =0, Ü—y=0 obtinet, qua efficitur, ut ex illis hae, 
ex his illae sequuntur, in theoremate modo invento elementa x, y, A, F 
cum elementis 7, z, 7, U permutari poterunt; quod ut ex ipso theore- 
mate appareat, haec adnoto. 


Sequitur enim formula tradita 46. haeec: 


Secundum ea autem, quae iam in commentatione supra citata observavi, 


expressionem quidem huiusmodi 


1 1 
T—x 


non pro evanescente habemus, sed pro symbolo certae cuiusdam evolutio- 
nis: eadem autem expressio, ducta in e—7, sive in potestatem altiorem 
insius @— 7 evanescet. Eodem modo expressio 


1 1 ( 1 1 ) 
(— + 7) U—y 


22. U. G. J. Jacobi, de resolutione aequationum per series ınfuulas. 237) 


ducta in expressionem eiusmodi (e— 7)” (y— U)", in qua 2, n numeri 


positivi, evanescit. Hinc ubi 7y xy; ad dignitates ascendentes ipsa- 
I I 


rum 2—7, y— DU evolvimus, reiici poterunt dignitates et producta ipsa- 
rum ©&—7, y—D, nec remanebit nisi terminus primus evolutionis, sive 
in expressione 


1 1 1 )( 1 1 ) 


in factore NY - xy loco x, y substitui poterit 7, U. Jam vero, po- 
sto 27, y=Z, it X=t, Y=u; unde posito 
differentiando secundum /, u eruitur: 
ZT +XD,=0, + YUV =1, 
idleoque U 
I 


E quibus formulis sequitur, ubi st e=7, y=Z, fore 


1 1 
Y ; 1 7 / — fh l 


Cuius aequationis ope obtinemus formulam: 


(+ —) (— —T Tr T —) + 75) 


«uae etiam e theoremate proposito 46. prodit, elementis x, y, X, Y cum 
t, u, 7, U permutatis. OQuam igitur ipsum theorema docet locum habere 
posse permutationem. 

Restat, ut formula 46. 


1 1 ( 1 1 )= ) 1 1 


«nam pro theoremate canonico in hac quaestione habere possumus, ex 
ipsa natura evolutionum instituendarum, inter quas illa identitatem sistit, 
comprobetur. Supra quidem in quaestione de reversione serierum sive re- 
solutione aequationis singularis facile succedit idem, quia ex expressione 
factor extrahi potuit; quomodo vero in systemate duarum 
aequationum simile quid praestari possit, non ita statım patet. OQuae ta- 
men accuratius perpendenti hunc in modum succedunt. 
Crelle's Jonrnal d. M. VI. Bd. 3 Hft. 37 
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Ponatur X=f(x,y), Y=®(x,y), ac consideretur expressio: 


1 1 ) 1 1 
— f(t,u) u)—f(x,y) (- (2,y)—Y(t,u) >) 


Quae expressio evolvatur ad dignitates descendentes ipsius A, ita ut 


dignitates negativas unius elementi x, reliquarum positivas 
1 

1 

1 


contineant.  Quibus conditionibus singulas expressiones evolvendi modus 
omnino definitus est. Jam poni poterit: 
S(x,y) — f(t,u) =Ale—t)+ b(y—u), 
= 
designantibus f, DB, €, D functiones integras positivas elementorum x, y 
sive series infinitas, in quibus nonnisi positivae integrae dignitates elemen- 
torum x, y inveniuntur. Quibus observatis, e praescripto evolvendi modo lit: 


quibus in summis numeris >, 9 tribuuntur valores omnes a O0 usque ad x. 
Vix opus est, ut repetam, e notatione, de qua convenimus, series quas 


repraesentamus, eo inter se dilferre, quod altera 


secundum negativas ipsius x, altera secundum negativas ipsius £ dignitates 
procedat. Unde expressionem 
1 
non pro evanescente habemus, quae tamen per dignitatem ipsius —t 
altiorem quam 2" multiplicata evanescit. Eodem modo expressio 
1 (— 1)? 
per dignitatem ipsius y—u altiorem quam 9" multiplicata evanescit. Unde 
in summa: 
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) ( | ) zu 


1 t ) ( 1 1 
( y)— Stu) + Stu) — y)— pit,u) px, >) 
evanescent termini omnes, in quibus sive p>9, sive 9>p, quibus reiectis 
nonnisi remanent, in quibus 7=9. Unde expressio proposita fit 


) 


y-—u u—) 
sive 
)( 
1 


Jam ex quae supra observavimus, ubi Al dignitates positivas 


ipsarum 2—f, y—u evolvimus, terminum primum eius evolutionis sive 


a dienitatibus earıum vacuum in locum eius factoris substituere 


possumus. Patet autem ex aequationibus 

S(&,y) It, u) = Alx—t)+ B(y—u), 

ubi loco #, u seribimus — 1), y—(y—u), atque f(t,u), @/t,u) se- 
cundum dignitates ipsarum y— u evolvimus, terminos a —f, y—u 
vacuos in evolutione ipsarum #4, BD, C, D fore respective f(x), f (y); 


1 h 
(a), unde loco Seribere licet 


1 1 


quo facto fit: 


In hac aequatione loco f, u ponamus series 7, U, quibus loco x,y in 
fr, y), Pla, y) substitutis, fit 
=1t, = U; 


*, Theorema, quo hie pervenimus: 


1 1 1 1 
1 1 1 


alio modo in commentatione supra citata probatum est. 


37 * 


| 
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ubi insuper ponitur [&,y)=X, P(x,y)=ZD, formula antecedens in se- 
quentem abit: 
1 1 1 1 1 1 1 1 

quae per X’Y,— X, Y’ multiplicata theorema probandum suggerit. 
Methodi a nobis traditae non eo casu eircumseribuntur, quo evolutio 
quaesita e solis dignitatibus ipsarum f, u constat, quem unum hactenus 
consideravimus. In genere autem per artificia partieularia reliqui casus ad 
illum revocantur. Ponamus e. g., evolvendam esse functionem log.x logy, 
quae habebit evolutio formam 
logt logu + Alogt + Blogu + C, 

designantibus 4, D, C series ad solas dignitates ipsarum 7, u progredientes. 


Jam ex acquationibus propositis 2=X, u=TY sequitur 


logx.logy = log. log = 


Y ac 
logt.logu + + logu. log — log 

qua in expressione log >- SZ log — 85 ad solas dignitates ipsarum x, y ideoque 

etiam ipsarum 7, u evolvi poterunt, ideoque in casum anteriorem redeunt. 

Unde e formulis propositis 


X—t Y—u log log —, 
[Vy,—X, 1 1 ) oc 


los I, lo 
087 
Quae obiter monuisse sufficiat. 


Formulam generalem supra traditam 
xX’Y,—X,Y 


per formulam 11. lemmatis II. etiam hunc in modum repraesentare licet: 


. g p qx? y! q y! pX” 


siquidem f’ of . De theoremate sub illa forma 


proposito facile etiam decurrit, quod Il. Laplace olim de resolutione 
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aequationum 

invenit. Ponatur enim y=u-Lv: acuationes propositae in 
sequentes mutantur: 


Quoties iam functio y)=ft+5,u+ v) in seriem secundum dignitates 
ipsarum &, ß progredientem evolvenda est, cuius terıninus generalis 


(pP) 
C, B', 


fit e formula antecedente: 
(P) __ p 1 oa of 
brevitatis causa loco +&,u-+fv), & u-tv), f(t+&,u4v) posito 
Quae e theoremate iana fit: 


Ip of ou of 


in qua formula 9, %, f designant functiones (x, y), Ya, y), y), at- 
que post differentiationes exactas ponendum est =f, y=u. Quod cum 
theoremate ab Ill. Laplace tradito convenit. Aequationes enim, quas 
ille considerat, 
= 

posito e=F(x,), y=Il(y,), revocantur ad formam a nobis adhibitam. 

Observo adhuc, datis aequationibus (a, y,t,u)=0, 
ubi x, y ut functiones ipsarum 7, u considerantur, differentialia functionis 
S(x,y,t, u), secundum £, u sumta per formulas nostras generaliter inve- 
niri. Ponamus enim, loco 7, u posito £+A, mutari yin c+H, 
y-+J, unde aequationes propositae fiunt: 

ur) —Pla,y,t,u) = 0, 
in quibus FH, I ut incognitas sive radices consideramus. Quarum functio- 
nem fe + H, y+J, u+ per methodos supra traditas in seriem 
evolvere possumus. Quibus ad ipsarum 7, z ordinatis, ubi ter- 
minum generalem invenis erit 
„tu 

Pauca adhuc de systemate trium aequationum inter tres variabiles propo- 
sitarıım adiicamus. 


284 22. 0. G.J. Jacobi, de resolutione aequationum per series infinitas. 


De resolutione trium aequationum inter tres variabiles 
propositarum per series infinitas, 


Propositis aequationibus: 

=ar 


transformo eas in alıas hi formae: 


s—= 


in quibus 


(b’ -+ (be —be)r (be—b'c)v, 
(ca — + (ce a—ca')r + (ca — c/a)v, 
u (u + (a b—ab)r + (ab’—a’b)v, 
A = bc) + + 


Jam ubi radieum x, Y, x functio f(x, y,z) in seriem evolvenda est, cuius 
terminus generalis C,, ipsam C,,,,, ope lemmatis III. ita invenio. 


Posito 
X= 


02 \0x0y dy ca!’ 


et evoluta expressione A" Y"Z’V ad dignitates descendentes ipsius 4, 


vidimus in lemmate III. in evolutione illa co@ificientem termini 


esse 


=0, quo casu terminus —— nanciscitur coel- 
ficientem 1. Jam ubi 

fieri debet identice 
Sy Ei; Z 


unde e lemmate citato: 


z 


Expressio cum dignitates negativas ipsius A contineat, observo, 
si loco aequationum transformatarum s= X, t=Y, u=Z formas ple- 
niores adhibuisses, quas initio proposuimus, expressionem illam C,, „‚, quam 
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formula 47. suppeditat e pluribus seriebus valde complexis compositam 
fuisse, quae ex evolutione dignitatum negativarum ipsius A provenimt. 

Totam seriem, ubi e solis positivis ipsarum s, 7, u dignitatibus con- 
stat, invenis: 


S(a,y,2)V 


quae formula id commodi habet, quod aliis quibuslibet modis se accom- 
modet, quibus evolutionem functionis f(x, y, x) ordinare placet. 

E formula 21. lemmatis III. formulam pro € inventam etiam 
hunc in modum repraesentare licet: 


51. = 


+ of A ar 9 271 


Cuius formulae ope theorema ab Ill. Laplace de resolutione trium ae- 
qnationum inter tres variabiles propositarum olim exhibitum facile proba- 
tur. Datis enim aequationibus: 


4 


quam ille formam adhibet ponatur: 


(=u+z, 


unde aequationes datae in has abeunt: 
x 
u4+2)’ 


a 


Jam ubi ponitur esse 


e formula 51., ponendo X =7; Y= 2 Z =, et adhibita pro no- 
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tatione nostra vulgari differentialium notatione, prodit 
52. 


P, gr 


F 


p 0° 


OF 0. P 
+ z SP ox0y +9 


ubi loco f(x, y,2), Pla, y,2), F(x,y, x) simplieiter scripsimus 
F atque post dilferentiationes exactas ponendum est =s, y=t, 
z—=u. Quam dedit Il. Laplace formulam in commentatione supra ci- 
tata p. 120. Aequationes enim, quas ille adhibet, formam tenentes 


ponendo v=Xv, in formam supra adhibitam redeunt. 
Nec non ubi datis aequationibus 
= 0, 
= 
= 0, 
x, 3 ideoque etiam funetio (x, u, v) ut functio ipsarum f, u, v 
consideratur, atque ea suppositione facta diflerentialia partialia ipsius 7 se- 
cundum /, u, v sumta eruenda sunt, expressionem 
F 
per formulas nostras generaliter exhibere licet. 
Ouae autem hactenus de duabus, tribus aequationibus inter duas, tres 
variabiles propositis protulimus, eadem facilitate ad numerum quemlibet 


aequationum et variabilium extenduntur. 
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| 23. 
Uber mechanische Quadraturen. 
(Von Herın Th. Clausen zu München. ) 


Die von Laplace Mee. cel. T. IV. p. 207. gesebene Formel veran- 
lalste mich den allgemeinen Ausdruck für die darin enthaltenen Coöfficien- 
ten zu suchen. Man gelangt dazu auf folgendem Wege. Denkt man sich 
die gegebene Function in eine Reihe Glieder von der Form 
entwickelt, so sieht man leicht, dals die Interpolationsreihe, die allgemein 
für jedes Glied von dieser Form gilt, ebenfalls für die Function gelte, und 
dafs man von den constanten Coöfhicienten abstrahiren könne. Es sei dem- 
nach die Reihe Werthe von y,, für -=0,1,2,3,....n folgendermalsen 
geordnet, mit ihren successiven Dillerenzen: 


Für diesen Rn von y, hat man also: 

— + ed) 1), 


n—ı 


AB Ya 
Ay 
etc, 


Nun ist aber (— *_1); und 


tyıtY: Yazı +3y,„ nach einer leichten Reduction 
e nh___ 1) — 1 —1). 


Es ist also, wenn man setzt: 
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+ A, A 


+4(Ay+ A’ 
A; (A’ Yn-3) 
+4(Ay Ar 
gleichtalls 
1 2 


oder wenn man 1— == setzt: 
1 


+ 4,°— A, 4,2'— ete., 


— log nat —z) 
oder endlich: 
1 


Aufser den fünf von Laplace a. a. O. gegebenen Coöffhicienten 
habe ich selbst noch folgende nach dieser Formel, und zur Sicherheit ge- 


A’ — A," +A, —... 


sen Rechnungsfehler nach der Formel 


1.072... 
berechnet. 
1 33953 
12’ 4; r 3628800? 
1 
19 3250 
A 
4; 720° 473900 1600; 
| 4671 
— 
853 13695779093 
1. = —— 
ra 60480 ° 2615348736000 
275 3223429344653 
24192 ° 47535179521 
Zwischen den Grenzen = und a+# ist [e*—e** 
—ıh 


und 
eh e h 


Wenn man also 
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+ 
+B, — A’ y.-3) 


so wird 


oh 
oder wenn man gleichfalls her 1—e”" = setzt: 
1 1 3 5 

1 


Die numerischen Werthe dieser Cocffcienten, gleichfalls auf zwei Arten 
berechnet, habe ich gefunden: 


1 13528301 
B, = — 754486500 
1 3194621 
24 11012 1600 
223 3201305803 
75760’ 9 77 799694409600 ° 
103 122009655 
2880? + 4904970384? 
3211f 0471753 
= — DB, = 
967680 96/811} 
1111 101. 21713 
B = + + — 17155 
3984 U 446359850944000 
38° 
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24. 


Alıa solutio problematis a celeberrimo Gaufs in opere: 


„emonstratio allracuonis, quam etc.” tractali. 
(Auct. T'h. Clausen.) 


M etnoaus , eujus ope summus Geometra problema hoc ad transcendentes 
ellipticas reducit, tam est elegans, tantaque generalitate gaudet, ut ommia 
alia hujusmodi problemata solvendi quasi typum praebeat. Si itaque finem 
tantum solutionis spectas, tanquam peracta videri potest; si vero nexum 
methodi Gaussianae comparationemque cum methodis antea usitatis re- 
quiris, quod sane analysin elarius perspiciendam facit: non omnino super- 
fluae, ni fallor, sequentes pagellae aestimabuntur. 


1. 

Denotent #4, B, € eoordinatas orthogonales puncti ab annulo elliptico 
attracti, ad axes principales centrumque ellipseos relatas, cujus semiaxis 
major a, b semiaxis minor, e excentricitas est, E autem angulus ab astro- 
nomis anomalia excentrica vocatus. Coordinatae puneti ellipseos angulo E 


respondentes sunt acosE, bsinE, 


atque desuper aa(l—ee)=bb. Jam densitas annuli elliptici, cui crassi- 
ties aequalis atque infinite parva supponitur, in quovis ellipseos puncto ce- 
leritati corporis hance orbitam describentis inverse proportionalis statuitur, 
totaque annuli massa unitati aequalis concipitur; quoecirca particula cujus- 


vis annuli tempusculo &£ respondens 7; erit, designante Z’ tempus perio- 


diceum. Designata igitur per e distantia puncti attracti a particula annuli 


elliptici, habetur hujus attractio 


00 
vel, valoribus ipsorum dt et Z’ per E substitutis, scilicet : 


dt = a®(1—ecosE)ök, 


Ta 
designante m semicircumferentiam eirculi cujus radius = 1, attractio haec 
1— ecosE 


| 
; 
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evadit. Quae in tres secundum axium direetiones decomponitur, nempe: 
(A—acosE) (l—ecosE)dOE | 
2no° 

(B—bsinE) (l—ecosE)öE 
C(1—e cosE)OE 

Hisce aequationibus ab E=0 usque ad E=?77 integratis, evadınt 
&, v, € attractiones totius annuli in punctum propositum secundum direetio- 


nes axium directionibus oppositas. 


2. 

Primo quidem hoe agitur, ut expressio ipsius gg ad casum ubi C=0 

reducatur. Hunc in finem ab aequatione 
ee = aa cosE?+bbsinE?— 2a AcosE—2bBsinE+ 44+Bb+CC 
subtrahitur aequatio identica 
0 = 

designante # quantitatem adhuc indeterminatam, quam vero ita determi- 
nare licet, ut fit: 
2. = fcosE—2bBsinE+AA+BB +CCH+u 


ad ) ); 


a—u b—u 


= (aa — u) (cos E— 
quibus valoribus comparatis, emergit: 
— AABB+CC+u, 


aa— u 


vel 


CC 


quae aequatio evoluta ita se habet: 
3. aa — bb) uu 
+ (aabb— aa BBb— aa CC—bb AA—bbCC)u +aabb CC = 0. 

Jam observare licet, tributis u successive valoribus —»; 0; +bb; 
ao; redire valores aequationis — 00; -aabLCC; 
+ (ea —bb)aa44*); unde facile concluditur radices hujus aequationis 
omnes esse reales, earumque unam negativam, reliquas vero duas posi- 
tivas, quarum altera quantitate +55 minor est, altera vero inter bb et 
aa jacet. Quaenam vero earum ad propositum idonea sit, in sequentibus 


#), Geleb. Gaufs in tractatu suo p. 12. methodum prolixiorem secutus est limi- 
tes radicum aequationis hujus assignandi. 


AA BB 
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patebit; tertia certe est rejicienda, cum hac adoptata bb —u negative eva- 


dat. Seribatur nune: 


Ylaa—uı) =ua; —-— fcosu; 


4. 


tum aequatio transit in: 


I. ge = («a 


—— 


cos E— a’ f cosu)’ + (b’ sin E—b’ fsinr)?. 


Hoc itaque modo problema ad casum C=0, vel quo punctum attractum 


in plano ellipseos jacet, reductum est. 


3. 


Si discerptio quantitatis cujuslibet in duo quadrata habetur, e= 
xx --yy, notum est assignari posse innumeras alias, scilicet: 


ee = (x cos® — ysin@)’+ (xsin? 


designante ® angulum quemeumque. 
ee |a’cos® cos E— b’ sin ® sin E—f(a’ cos® cosu —b’ 


sin® cos E+ sin® cosu + b’ sinu)]’- 


6. 
Statuatur nunc 


vel 


tune prodit: 


Hinc sequitur: 


rsn® = —b’sinu, 
rcos® 


rr = cosu* + sinu?, 


rr ee |a'a'cosu cosE+ b’sina sin E— f(a' a’ cos + b’ sin 
+ [«‘b’ sin (E—u)]”, 


vel, reduetionibus paueis factis: 


8. 


rree = |rr cos(E— + sin (665° — a’ a’)sin(E— u)— frr]? 


+ sin(E—u)]?. 
Faciatur nunc similis transformatio, qua in theoria ellipseos anomalia ex- 


centrica et vera comparantur: 


9, 


 es(E—u)—f 

cos = 1—f cos (E—u) 
VA—ff)sin(E— u) 
1—f.cos(E—u) 


2 


tang4 (Z— v) = tangz (E—»), 


et vice versa: 


| 
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cos(T—v) f 
1--f cos 
9 1+-fcos(T—rv) ? 
1-+fcos(T—v)” 
Ut vero hae substitutiones locum habere possint, necesse est ha- 
beri f<1. Videamus, an aliqua et quaenam radicum aequationis (3.) ad 


hoc sit idonea. 
Ex aequationibus (4.) sequitur: 


aaAA bb BB 
H= (aa— u)? 


cos(E—ı) = 


BB AAu PBu 


si aequatio (3.) substituitur, prodit: 


aa—Uu u 


Hinc sequitur, si sumta fuerit radix negativa aequationis (3.), f eva- 
dere <1, sin minus >1; quapropter illa tantum assumi debet, rejeetis 
duobus reliquis. Si statim ab initio fuisset C=0O atque punetum extra 
curvam situm, facile perspicitur fieri per aequationes (4.) (posito scilicet u=0) 
f>1. Ineo casu ad aequationem (3.) regrediendum erit, quae posito C=0 


transit in: 
AA —=0. 


In eo, de quo agitur casu, est ——- +7, >1 ideoque terminus ultimus ne- 


gativus. Quapropter, si in aequationem hanc successive ipsi u valores — x, 
0, +55, +aa tribuuntur, valor hujus aequationis + negativus; 
— (aa—bb)bb; —(aa—bb) AA evadit; unde facile concluditur radicum 
hujus aequationis alteram esse negativam, alteram vero inter bb et aa si- 
tam. In hoc itaque casu radix hujus aequationis negativa assumi debet, 
postea vero eodem modo progrediendum est, ac si non fuisset (=. 

Hac demonstratione peracta, ad aequationem (8.) regredior, quae 
aequationibus (9.) substitutis, in 

rr[1+fcos(T—WP ee 
= [rrcos(7—v) + Y (1—/ff) sine cos a (b’ b’— a‘) sin(7— v)]? 
+ [ev va sin 


et, si eodem modo, quo aequatio (5.) transceribitur, 


14, 
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—[rr cos(7—v)+y (1-/f)(sina 
[rrsiny cos(Z—v)+y (1-ff)(sinu cosu(b’b'—a’ 
Angulus Y nunc ita determinari potest, ut fiat: 
10. [1+fcos(Z—v]’ee = MMecos7T”-+ NN sin 7”? 

= [MH cosv cos (Z—v) —M sinv sin (Z— v)]? 

[N sinv cos(Z—y) + N cosv sin 
Statui ita debet: 

Mecosy = rcos/, 


(sin a cos u(b’b’— cos sind), 


r 
N sıny = rsın 
unde derivatur: 


M siny 


11. 
N cosy 


(sin a cos u (b’b’— smy +a'b’cosy), 


a’ a’ + (a’a'— b’ sin u* cos u? — 
12. cot?y = 


2a’ (b!b’ — a’ a‘) sin u cos 
4. 
Per acquationes (9. et 10.) habetur 
designante Z quantitatem (MM 6057?” NN sin 7”), atıue cum sit 
A—acosE = A— a cos(E—») + asinp sin(E— u), 
B—bsinE= B—b sina cos (E— u.) — b sin(E— u), 
1 —ecosE = 1-— ecosu cos(E—u) + e sinu sin 
facile per aequationes (9.) invenitur: 
cos(T-v)+aV (1-ff)sinu sin(T-v), 
(B-bsinE)[1+fcos(T-v)]= cos(T-v„—bV (1-ff)cosusin(T-v), 


= (1L-efcosu)+ (f—ecosu) eos( T-v)+eV (1-ff) sinu sin(T-v). 
Cum vero sit integratione a usque ad facta 


cosT.OT 

= 0, 
sinT.OT 


Tsın TOT 
=(, 
1? 


sı inter eosdem limites ponatur, 
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cos TT OT 
= 


sin 
PETE 


invyenitur: 


eT 
2713 = P+Q, 


Int? 
ae 


OT 
( - = + QOsiny:, 
cos(T—v)sin T-N)OT _ . 
= siny cosy(0—P), 
. T . 
Ope harum aequationum facile per (13. et 14.) ex aequationibus (1.) 
derivatur: 


= 0) 

+ (Af— a cose) (f— ee cosu) (P + QOsin 

+ ze(1— ff) sina’ (Psiny’+ Qcosv’) 

+ sinn(4ef+ af—2ae cosa) cosy(O—P), 
= 

+ (Bf—b sin «) (f— e (Pcosv” + sin v°) 

— be(1l—ff) sine cos& (Psinv’ + (cos v?) 

+ y(1—/f) (Befsine— bf + b cos?) sinv cosy(Q)—P), 

= + Cf(f— ecosp) (Pcosv’ Q sin 


| 
| + Cefy (1—/ff) sin a siny cosv(QO—P). 
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25. 


Zur Theorie der allgemeinen Ruppelung (Joint universel. 
Universal Joint.) der Wellen. 


(Vom Herrn Dr, Dietlein zu Berlin.) 


I» Maschinen mufs öfters eine Welle länger sein, als dafs man sie aus 
einem einzigen Stücke Holz oder Metall (gewöhnlich Eisen) machen könnte, 
weshalb sie dann aus mehreren Stücken zusammengesetzt werden muls. 
So lange die Drehachsen der einzelnen Stücke in eine und dieselbe gerade 
Linie fallen, reichen gewöhnliche Schiftungen und eiserne Ringe, wozu 
allenfalls noch Schienen und Bolzen kommen, hin; müssen aber die Dreh- 
achsen von je zwei unmittelbar auf einander folgenden Stücken zwar in 
Einer Ebene, aber nicht in Einer geraden Linie liegen, und kann oder 
will man keine Winkel-Räder zu Hülfe nehmen, so ist diese Art der Ver- 
bindung nicht mehr anwendbar. Man bedient sich dann derjenigen, welche 
man allgemeine Kuppelung nennt, und zwar allgemein, weil sie 
auch im ersten Fall gebraucht werden kann. An dem Ende einer der 
beiden Wellen, in dem Durchschnittspuncte ihrer Achsen, bringt man einen 
Biegel an; dieser enthält 2 Büchsen, deren Achsen in einer und derselben 
durch den Durchschnittspunct der Achsen der beiden Wellen gehenden 
geraden Linie liegen; dann macht man entweder im Umfange einer kreis- 
förmigen Scheibe, je um einen Viertelkreis von einander entfernt, oder 
an den Enden der vier gleichen, rechte Winkel mit einander bildenden 
Arme eines Kreuzes, 4 Zapfen, welche in die gedachten Büchsen grei- 
fen, wie es (Taf. IH. Fig. 7., 8. und 10.) vorstellen. 

AC (Fig. 9.) sei die Richtung der Achse der Welle, auf deren Um- 
drehung die Kraft wirkt; BC die Richtung der Achse der Welle, deren 
Umdrehung die Last zu verhindern strebt; C der Durchschnittspunct bei- 
der; « die Ergänzung des Winkels 4CB unter welchen sie einander schnei- 
den zu 2 Rechten. Man ziehe DFM normal auf 4/C, und GKN normal 
auf BC, so ist DF die Projection der Ebene desjenigen Kreises , wel- 


chen die in den Pfannen des an AC befestigten Biegels liegenden Za- 
pfen bei jeder Umdrehung beschreiben, auf die Ebene des Winkels 4CB; 


GK dasselbe für die Welle, deren Achse ZC; und MCN=«, Man be- 


j 
| 
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schreibe über DF, aus C, mit dem Halbmesser CD =r (der Entfernung 
des Punctes von der Drehachse 4C, in welchem die ersten beiden Zapfen 
des Kreuzes die Büchsen im Biegel von 4C berühren) den Halbkreis DEF, 
und über FX, aus C, mit demselben Halbmesser r, den Halbkreis GHA; 
man stelle sich dann die Ebene von DEF um DF, und die Ebene von 
GHK um GÄ so gedreht vor, dafs beide normal auf die Ebene des Win- 
kels 4CB sind, so sind die Halbkreise DEF und GHAÄK die Hälften der 
Wege, welche die Angrifispuncte der Zapfen des Kreuzes, während einer 
Umdrehung jeder der beiden Wellen durchlaufen. Betrachtet man E als 
den Anfangspunct des Weges, welchen der Angriffspunct eines in dem zu 
AC gehörigen Biegel liegenden Zapfens macht, und setzt den Winkel, den 
CE (der zugehörige Arm des Kreuzes) nach einer gewissen Zeit beschrie- 
ben hat, /CE=%, zieht dann durch E, normal auf CE, eme Linie EL, 
und verlängert C2 bis sie die EL in Z schneidet, so ist EL, also auch 
wenn man durch Z gleichlaufend mit 4EC, LM zieht, CN —=rtang®. 
Während derselben Zeit muls sich aber auch CG (der auf CZ folgende 
mit seinen Zapfen im Biegel von BC liegende Arm des Kreuzes) eben so 
viel um BC drehen, als CH; der Winkel von CH (der mit CE zusam- 
menfällt) an gerechnet, heifse V%: so wird man % erhalten, wenn man 
durch M die Linie MNO gleichlaufend mit BC, durch F die Linie HO 
gleichlaufend mit G/Y, und durch den Durchschnittspunet O die Linie CO 
zieht; dann ist HCO =\. 

Aber EL=CM=rtan$f; =rtangb, und zugleich 
CM:CN=1:cose, folglich tang9: tang) = 1:cosa, und mithin tang) 
= cosa.tangP; oder cos«=n gesetzt, =ntangP, wo n für je- 
des System unveränderlich ist. 

Um eine Gleichung aufzustellen, welche für jede Lage des Systems 
das Verhältnifs der Kraft zur Last ausdrückt, sei 

P die Kraft, welche im Abstande r von der Drehachse AC wirkt; 

M die auf denselben Abstand r reducirte fräge Masse vom Angrifls- 
puncte der Kraft an; 

Q die Last, welche im Abstande r von der Drehachse BC wirkt; 

N die auf denselben Abstand r reducirte träge Masse, vom Angriffs- 
puncte der Last an; 

v die Geschwindigkeit des Puncts 2; 


w die Geschwindigkeit des Puncts G, welche der des Puncts A gleich ist. 
39 * 
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Die Kraft P kann man als aus drei Theilen zusammengesetzt ansehen: 
1) aus einem Theile, der mit der Last Q selbst im Gleichgewichte ist; 
2) aus einem Theile, der wegen der Beschleunigung der trügen Masse 
M nöthig ist; 
3) aus einem Theile zur Beschleunigung der trügen Masse N. 
Der erste Theil ist oder dd und v=rc6ß, 


auch = 


Da der Raum, welcher von den Zapfen des Kreuzes die im Bie- 
gel der Welle .ZC liegen in der unendlich kleinen Zeit durchlaufen wird 


in welcher vo um dv zumimmt, =r0® ist, so wird der zweite Theil 


2vov 


M, wenn die Beschleunigung der Schwere bedeutet. 
je) 


Setzt man hierin v statt v, W statt ® und N statt M, und multi- 
da sie im Biegel der Welle BC 


plicirt die so erhaltene Kraft ; wow 


4gröy 
ey 


nöthig wäre, mit 59° um sie Bi die Büchse im Biegel der Welle 4C 


zu bringen, so ist der dritte Theil 


Hieraus ergiebt sich 


Um und durch tangP und auszudrücken, so ist, weil 
Dieses giebt | 


P = Otangp M+ 4gr.Ctangp N. 

Auf beiden mit 
1-Flangy 


Seite transponirt, giebt 


Otangp notansp __ 
—4Agı = 2vevM+2wowN, 


und integrirt, 
= N + const. 


multiplicirt und das erste Glied rechter 
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Es ist aber und = wenn einen unendlich 


kleinen Zeitraum bedeutet; also’ 


mithin 
2 1 2\2 
4grP®— = v v® N const. 
Für 9=0 ist tang®=0 und v sei =«. Dann ist 
0=«M-+ const.; 


also vollständig 

1 negp?)? 
4gr[P9 — Qarctang (2 .tang P)] = (v’—«°) M-+ n?|v° ] N, 
und endlich 


2 2 (1-Htanggp?)? 
P= Q arctang(n.tangp) (1-+-n?tang p*)? 1» 


Wenn die Maschine immer fortgehen soll, so darf v weder = x 


noch = 0 werden, sondern es muls die Geschwindigkeit am Ende jedes 
Umganges der im Anfange desselben gleich sein. Um diese Bedingung zu 
erfüllen, muß für 9=?r, also für tang?=0, v=a sein, folglich 


P = 0, 

Dann ist 
2 2 (1 

4 gr P[P— arc tang (n .tang P)] = (v’—a’) 
oder 

2 2 (1+-tangp?)? 
g(atang@)] M+n N], 
mithin 


P[p—-arc tang (n tang sp] 
2\2 
(1-Htangp?) 
Für 9=0 also tangP ist 
@®[M-+n?N] 


Fur also tang® = -F ist 


— 2 


= — 
tangp* N n® M--N 
M+n N M+ = 


== 


ntangp* 
Mit Ausnahme des Falles wo die Achsen der beiden Wellen in 
Einer geraden Linie liegen, also wo @=0, oder ese=nr=1 und 
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n?M--n“N 
n®M--N 
die Geschwindigkeit der Zapfen des Kreizes, welche im Biegel der Welle 
BC liegen, am Ende des ersten Viertelkreises < «. 


Für also tang® ist wie für =0, 


= 1, ist dieser Bruch immer <1, weil 2<1 ist, mithin ist 


Für 9=3r also tang®? =— x, ist wie 


Für @=0 also csa=n=1 ist für jeden Werth von 9, 


M-+N 


Für = > also cose—=n=0, ist für jeden Werth von 
4er P'p—zn)ta’M 
M 
wo z von O an jede ganze Zahl bedeuten kann; jedoch können nicht alle 
Werthe gebraucht werden. 

Man setze @=mr, wo m beliebig ist, so nimmt für die erste 
halbe Umdrehung der Welle 4C der Werth von m von O bis 1 zu; für 
die zweite halbe Umdrehung von 1 bis 2, u. s. w. fort ins Unendliche. 

Bringt man rn in den obigen Ausdruck für v°, so erhält man 

4er Pam—)t®M 

Soll nun für jedes Verhältnifs der Zahlenwerthe r, P und M, 
also allgemein, v möglich bleiben, so darf m —z nicht verneint, also z 
nicht grölser als 2 sein. Da x nur ganze Zahlen bedeutet, so kann 

für die Iste halbe Umdrehung der Welle 4C, z=0 oder =1 sein; 
für die 2te - - - - - zz=10ode =?2; 
und so weiter, und es ist nur noch auszumitteln welcher von beiden Wer- 
then jedesmal gebraucht werden kann. 


2 
Setzt man in der Gleichung v’—= 28 und 


==0(0, so erhält man, da für diesen Fall die Maschine ihre ganzen Um- 
gänge in gleichen Zeiträumen vollbringen, auch v=« sein muß, 


rP 
10) Sg 
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Dann mülste also entweder M = x, oder r oder P=0 sein, was 
nicht möglich ist. 
Setzt man aber m z=1, v=a, so erhält man 


oder 


= 


0 = 


also dasselbe Resultat wie vorher. 


Auch die Rechnung zeigt also, dals die allgemeine Kuppelung auf 
zwei Wellen deren Achsen einander rechtwinklig schneiden nicht anwend- 
bar ist, sondern dafs a kleiner sein muß als ##. Für @=1!r würde sich 
die Welle 4C drehen, während die Welle BC in Ruhe bliebe, indem die 
Pfannen im Biegel der letztern den zu der erstern gehörigen Zapfen die 
freie Umdrehung gestatten würden, wenn nur die Arme der Biegel einan- 
der nicht berühren könnten. Diesen letzten Umstand kann man aber 
nicht verhindern, wenn e = > wird, deshalb darf man bei der allgemei- 
nen Kuppelung den Werth von @ auch nicht zu nahe an > bringen; man 
nimmt dann lieber zwischen dem Kraft- und dem Lastpuncte mehr als 


zwei Wellen. 
Dafs es richtig sei wenn in der allgemeinen Gleichung 
1-+-tang p?)? 


für O@=m > arc tang (2.tangP) = m gesetzt wird, davon wird man 


sich leicht überzeugen, denn nur dann ist allgemein 
[P —.arctang (ztangP)] = 0, 
also am Ende jeder halben und ganzen Umdrehung 
va, 
wie es gewöhnlich erforderlich ist. Ein besonderer Beweis scheint also 
überflüssig. 
Soll v unveränderlich, also überall gleich « sein, so ist das ver- 


äinderliche 


(1-+tangp?)? 
@’n®N ( 1) 


p 4grp 
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Für @=0 also tang 9 =0, ist 
QarctangO 
pP 
P=0O. 


x 


| 


Für = also = ©, ist 


2 
? 


2 
a?N 1—n*) 
BFR". 
fr ıstddba P= 0; 
. 2 N 
für n=0 ıst P=0+-— also unendlich. 
4gr.— 0 


Für also =0, ist 
arctaneO 
4gr 
(), 
In 


Für abo tangp=—x, ist 


P— 
st 


4gr — ,n? 


Es wäre nun auch noch die Reibung an den Zapfen des Kreuzes 


in Rechnung zu bringen; allein da 


dieselbe nur eine unbedeutende Ver- 


mehrung von 2 erlordert und die Rechnung dadurch weitläufiger wird, 


so mag solches unterbleiben, 


| 
P 
. 7 >) 
| 
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26. 


Zu den Elementen der Geometrie. 


(Von Hın. Prof, Gudermann zu Uleve.) 


| 1. 

Lu Elemente der Geometrie weisen zwei Aufgaben auf, welche INgE- 
achtet der häufigsten Versuche bis jetzt nicht gehörig gelöset worden sind: 
die eine ist planimetrisch und besteht in der Aufstellung einer strengen 
Lehre von den Paraliellinien, die zweite ist stereometrisch und betrifft 
den Beweis der bekannten Regel, nach welcher die Solidität einer Pyra- 
mide zu bestimmen ist. Vielleicht hat man in Hinsicht auf die erste Auf- 
gabe erreicht, was irgend erreicht werden kann; aber die zweite genannte 
Aufgabe gestattet eine Erledigung, welche nichts mehr zu wünschen übrig 
lüfst und der Hauptzweck dieser Abhandlung ist. Das Bedürnils einer 
mehr zusagenden Darstellung dieses stereometrischen Gegenstandes, am 
meisten gefühlt während des Unterrichts in den Elementen, und das Ein- 
gehen auf seine doch nur scheinbare Schwierigkeit führten den Verfasser 
dahin zurück, beweisen zu müssen, dalis symmetrische Polyäder 
sleichen Inhalt haben. Es gelang ihm hier die Zurück führung 
der Symmetrie der Polyöder auf die Congruenz. Eine aus Dü- 
dagogischer Rücksicht davon gemachte Anzeige (in der Krit. Bibliothek. 
1828. No. 17.), welche eine Antwort erwartete, blieb fast ein Jahr lang 
unbeantwortet, weshalb ich denn im Journale d. Math. Band IV, Heft 1. 
auf den (S. 100.) aufgestellten Lehrsatz aufmerksam machte. Mit dem Er- 
scheinen dieses Heftes des Journals erschien nun aber auch im Neuen Ar- 
chiv für Philologie und Pädagogik. 1829. No. 12. eine Nachweisung, dafs 
das so eben genannte Theorem bereits von Durrande in den von Ger- 
sonne herausgegebenen Annales de Mathematigues. Th. VI. S. 340. ete. 
behandelt sei. Der Herr Prof. Förstemann in Danzig, welcher diese 
Nachweisung gegeben hat, sagt: 

„In dieser Methode werden zuerst die Poly@der in dreiseiti ge 
Pyramiden zerfällt; dann wird jede solche Pyramide, indem man von der 
Bestimmung des Mittelpuncts der eingeschriebenen (nicht umschriebenen ) 
ugel ausgeht, in zwölf Theile und zwar vierseitige Pyramiden ge- 
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theilt. Geschieht eine solche Eintheilung ganz gleichmäßig an zwei sym« 
metrischen Poly@dern, so werden die Theile des einen den entsprechen- 
den Theilen des anderen congruent.” 

Diese Methode füllt aber keineswegs mit der zusammen, welche 
ich, ohne je die Annales de Mathematiques gesehen zu haben, angewandt 
habe, und die erwähnte Nachweisung veranlafst mich jetzt, meine Methode 
mitzutheilen. Auch mag es wohl allgemein interessant erscheinen, dafs 
nun auf zwei völlig verschiedene Arten das zu Stande gebracht worden 
ist, was in den Elements de Geometrie von A. M. Legendre (1794) 
für unmöglich gehalten wird. (Man sehe die in den neueren Ausgaben 
verkürzte Note vıı.) 

2. 

Um nun zunächst zu beweisen, dals symmetrische viereckige Py- 
ramiden gleichen Inhalt haben, dient die folgende Gedankenreihe, welche 
der Leser auch ohne Hinweisung auf eine Figur verfolgen wird: 

1. Für eine viereckige Pyramide giebt es einen, aber nur einen 
Punet, welcher von den vier Ecken des Körpers gleich weit absteht (oder 
es kann eine, aber nur eine Kugel um eine viereckige Pyramide geschrie- 
ben werden. 

I. Wenn man die drei Kanten 7A, Y/B, FC einer viereckigen 
Pyramide 74BC über 7 hinaus so verlängert, das /4’=V/ A, VB'=VB und 
FC'=VC, so ist die neue Pyramide 7 4’B’C' der gegebenen symmetrisch. 

If. Wenn zwei Poly@der einem dritten symmetrisch sind, so sind 
sie congruent. 

IV. Wenn zwei viereckige Pyramiden 4BCD und abcd symme- 
trisch sind und man schreibt Kugeln um dieselben, so sind ihre Radien gleich. 

Der Beweis der drei ersten Vordersätze ist einfach; was den Be- 
weis des vierten betrifft, so sei 7 der Mittelpunct der um AbCD be 
schriebenen Kugel, und also 7/4=/B=Y/C=/D,. Durch diese Radien 
ist die Pyramide 4BCD in vier andere viereckige zerlegt: YABC, VABD, 
VACD, VBCD. Verlängert man diese Radien, jeden um die eigene Länge, 
so entstehen (nach II.) vier neue Pyramiden 74'B’C’, Y4'B'D', V4'C'D’, 
YB’C'D’, welche der Reihe nach den vorigen symmetrisch sind und eine 
Pyramide 4’B’C’D' zusammensetzen, durch deren Ecken die Kugel um 7 
ebenfalls geht. Diese Pyramide 4’B’C’D' ist symmetrisch mit .{BCD; daher 
sind (nach III.) die beiden Pyramiden 4’B’C'D‘ und a dcd congruent. 
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V. Zwei symmetrische Pyramiden 7ABC und 7A4’B'C’ sind gleich 
groß, wenn VA=V/B=JVC und also auch YA ist. 

Von den Scheitelnr 7 und 7° lasse man die Perpendikel 7’Q und 
Y'Q' auf die Grenzflächen ABC und 4'B’C', so sind die Dreiecke YQA, 
VOB, VOC, V'Q'4', V'0'B’', V'0'C' sämmtlich congruent, also = OB 
=00=0'4'=0'B’=0'C’ und die Puncte Q und 9° sind demnach die 
Mittelpuncte von Kreisen, welche um die congruenten Dreiecke 4bC und 
4'B’'C' geschrieben werden können. - 

Jede Pyramide ist nun in drei zerlegt, und es ist YA0B sowohl 
symmetrisch als auch zugleich congruent mit 7’4’Q'B’; eben so FAQC 
mit 7’A4'0'C' und YBOC mit Y'B’Q'C'; also ist 

VI. Überhaupt sind zwei symmetrische Pyramiden +BCD und 
A'B'C'D' gleich großs. 

Man schreibe Kugeln um dieselben, die Mittelpuncte derselben mö- 
gen 7 und 7’ sein; dann sind die Geraden Y’A=FB=V/C=/D= 
VA'=V'b'=V'C'=V'D‘ (nach IV.). Ferner ist die Pyramide YABC 
symmetrisch mit 7’4‘B’C'; also ist YABC=YV’A'b’C' (nach V.); eben 
so ist und 
Hieraus aber folgt unmittelbar, dafs 

Diese Methode der Zerfällung, wodurch ebenfalls zwölf Theile ge- 
funden werden, ist oflenbar sonst gänzlich verschieden von der, welche 
Durrande angewandt haben soll, da der Mittelpunct einer um eine vier- 
eckige Pyramide geschriebenen Kugel bekanntlich mit dem Mittelpuncte 
der hineingeschriebenen nicht zusammenfiillt. 

Was die Ausdehnung des so eben bewiesenen Theorems auf sym- 
metrische Poly&der überhaupt betrifft, so hat sie keine Schwierigkeit. 

Anmerk. Der in Band IV. Heft 1. Seite 100. dieses Journals vorkommende Aus- 
druck 2e—e— 4 bezeichnet die kleinste Menge der viereckigen Pyramiden, in 
welche der Körper K oder K’ zerlegt wird, indem man alle Diagonal- Ebenen 
durch die Ecke E legt. Nimmt man statt der Ecke E einen Punct im Innern 
des Körpers, so ist e=(. 

3. 

Legen wir uns die Inhaltsbestimmung eines abgekürzten Parallel- 
epipedums ABCDdcba vor; es seien Aa, Bb, Cc, Da die vier paralle- 
len Kanten, woduich die Ecken der nicht parallelen Grundflächen ABCD 
und @adcd, welche Parallelogramme sind, verbunden werden. 

40 * 
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Der Einfachheit wegen mag die Grundflüche ABCD auf die Kanten 
Aa, Bb, Cc, Dd senkrecht gerichtet sein. 

Man ziehe in den beiden Grundfächen die Diagonalen /C und 32, 
welche sich in E schneiden mögen, und die Diagonalen ge und bd, welche 
sich in e schneiden: so ist die Gerade Ze offenbar parallel den Kanten 
Ada, Bi, Cc, Dad. 

Man verlängere Ee um eE/, so dafs eE'=Ee, lese durch F’ eine 
Ebene Z’B’C’D‘ parallel zu ABCD; verlängere auch da, Bb, Cc, Dad, 
und es mag die durch gelegte Ebene davon in B', D' geschnit- 
ten werden. Die Körper ZBCDdeba und Ab’C’D’deba sind dann sym- 
metrisch und ergänzen sich zu einem senkrechten Parallelepipedum mit 
parallelen Grundflächen IBCD und AB’UD‘ Ist der Inhalt der Grund- 
Bäche ZPUCD=G, so ist die Solidität dieses senkrechten Parallelepipe- 
dums =G.EE'; als so seine Hälfte G.Ee ist der Ausdruck für die Soli- 
dität des Körpers 


4. 

is sei ABCcba ein abgekürztes dreikantiges Prisma, durch dessen 
parallele kanten fa, BL, Cc die Ecken der beiden nicht parallelen Grund- 
flächen und abe verbunden — Die Grumdllüche mag 
wieder auf die hanten fa, Bb, Ce senkrecht gerichtet sein; ihre Gröfse 
ei die Seolidität des Körpers seı 

Setzen wir P=A.l, so bezeichnet 2 eime Gerade, welche länger 
als die kürzeste der Kanten La, Db, Cc und zugleich kürzer als die 
te unter ihnen ist. 


lüngst 


Man halbire die Seiten der beiden Grundflächen; 4, a’, b’, 
seien die Mitten der Seiten BU, ZU, ZD, be, ac, ab, und ziehe die Ge- 
raden 44, BB’, CC’, welche sich bekanntlich ; in einem Puncte 7 schnei- 
den, und auch die Geraden aa‘, bb’, ec‘, welche sich in v schneiden. 
Man ziehe noch B’C’, 4'0', A'b’, bc’, a’c‘, a’b‘, wovon die Geraden 44, 
BR’, CC’, aa‘, bb’, cc’ in A, a‘, c’' geschnitten werden, 
Es sind dann die Geraden Aa, 4a, Bl, B’b", Ce, 
©'c”, Yv sümmtlich parallel, und man beweiset ohne Schwierigkeit: 

Durch diese Construction entsteht ein neues abgekürztes Prisma £'B’C' cd’ a' 
— P', dessen Grundfläche A’B’C’= A‘ sei. Die Linie /v ist das arith- 


.. 
| 
> 
. ? 
- 
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metische Mittel der Kanten des Körpers P und auch der Kanten des Kör- 
pers P‘, und hat also für beide Körper eine gleiche Bedeutung. 

Um das Prisma P’ herum liegen noch drei andere abgekürzte drei- 
kantige Prismen, und der Körper P’ ergünzt jedes derselben zu einem ab- 
gekürzten Parallelepipedum, diese drei Parallelepipeden zusammengenomunen 
sind aber =P+2.P‘ Die Soliditäten derselben finden sich (nach No. 3.): 

2A, 
= 
also 
P+2P' + + Vv=(A+H2A)Vv, 
und also auch: 
(P—-AJ/Jv) = 

Setzen wir nun das Vorhandensein einer allgemeinen Regel voraus, 
nach welcher diejenige Grundfläche, welche auf die drei Kanten senkrecht 
gerichtet ist, mit dem arithmetischen Mittel dieser Kanten multiplieirt ent- 
weder immer die Soliditüt des Körpers siebt, oder immer zu viel oder 
immer zu wenig giebt: so sehen wir, dafs die beiden letzten Annahmen 
ungereimt sind. Denn indem wir annehmen, daß P>A.Vv, also auch 
P'>4'.Vv sei, folgt aus der Beziehung P—- A 
dafs PP<A’.Vv sei. Eben so führt die Annahme P<A.Vv, also auch 
P'< v zu einem Widerspruche, und nur die Annahme P=A.Vı, 
also auch P'= A’. Y v kann neben der bewiesenen Formel bestehen. 

I. 

Aber auch, ohne das Vorhandensein einer solchen aligemeinen Re- 
gel zu postuliren, gelangen wir auf die strengste Weise zum Ziele. 

Wir dürfen setzen P=A(Fv-+r) und P=A'(Vv-+- in wel- 
chen Ausdrücken = und #° Linien bezeichnen, um welche 7’v verlängert 
oder auch verkürzt werden mülste. Die Substitution dieser Ausdrücke giebt: 

und da A=4.&/ ist, so haben wir —?2r. Wenn also 
soist P=A(Uv—2m. 
Wenden wir nun dieselbe Construction, wodurch P’ aus P hergeleitet 
wurde, auf P’ an, so finden wir eben so: | 


A 


und A= — 
Die Fortsetzung giebt überhaupt: 


16° 
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P= 


Die Grundlläche A dieses Körpers ist — Si und seine drei parallelen Kan- 


ten fa, Bb, Ce sind noch immer so beschaffen, dafs: 


Die Soliditüt des Körpers P ist aber auch = A./, wo / eine Linie be- 
zeichnet, welche länger als die kürzeste und kürzer als die längste der 


drei Kanten des Körpers P und also um so weniger von Y/v verschie- 
den sein kann, je grölser die ganze Zahl 2 genommen wird, oder welche 
selbst =Yv ist. Da nun aber 
ist, so kann 7 leicht grofs genug genommen werden (ohne nöthig zu haben 
diese Zahl unendlich grofs zu nehmen), dafs die Gleichung = Yv+ (—N". 
ungereimt ist, wofern = eine wirkliche Länge hätte. Daher ist = 0 
und also /=/v, oder: 
P=A.Vv (wie in No. 4.). 

Die Modifieation der so eben bewiesenen Regel für den Fall, dafs 
keine der beiden Grundflächen auf die Kanten senkrecht gerichtet ist, darf 
hier der Kürze und ihrer Einfachheit wegen übergangen werden. 


Das abgekürzte Prisma P verwandelt sich in eine viereckige Pyra- 
mide, deren Höhe = Ce ist, wenn wir die Ebene abc also lesen, dals 


mit und mit zusammenfällt. 

Wir können aber auch eine viereckige Pyramide 4BCD als den 
Unterschied zweier dreikantiger abgekürzter Prismen darstellen. Es sei D 
der Scheitel, Dad die Höhe und {BC die Grundfläche der Pyramide. Man 
verlängere /B willkürlich und ziehe durch C und D zwei andere Gerade 
parallel zu 4B. Durch diese drei parallelen Linien legen wir senkrecht 
eine Ebene POR, wovon die verlängerte 4B in (0, die durch D gehende 
Parallele in P und die durch € gehende in R geschnitten werde. Die Py- 
ramide /BCD ist dann der Unterschied der beiden abgekürzten Prismen 
POQRDBC und PORDAC. Ihre Soliditäten sind (nach No. 4.) ausge- 


[rückt durch POR. ( und POR. + der Un- 
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terschied derselben ist also POR. > . Aber der Inhalt des Dreiecks POR 


il. . B.O 
ist = also ist die Pyramide ABCD= daaber % 


der Inhalt des Dreiecks ABC ist ,„ SO hat man endlich: 


ABCD 
zum Ausdrucke der (bekannten) Regel, welche ohne Mühe auf mehreckige 
Pyramiden ausgedehnt wird. 


Diese Herleitung bedurfte also gar nicht der Vorstellung des Unend- 
lichkleinen oder einer ins Unendliche fortgehenden Zerlegung, oder end- 
lich der Summation einer unendlichen Reihe, deren Anwendung im vor- 
liegenden Falle unschicklich ist. Sie empfiehlt sich wegen ihrer Einfach- 
heit und macht daher auf einen Platz in den Elementen der Geometrie 
Anspruch, vorzugsweise vor denjenigen Darstellungen, in denen die geta- 
delten Hülfsmittel benutzt werden. 


Cleve, im März 1829, 
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27. 
Beweis des Lehrsatzes Bd. 3. S. 312. dieses Journals. 


(Von einem Ungenannten.) 


Der Lehrsatz selbst läfst sich folgendermalsen aussprechen: 

Ist ein Vieleck von 4m +2 Seiten in eine Linie zwei- 
ter Ordnung eingeschrieben, und liegen 27 Durchschnitts- 
puncte je zweier Gegenseiten desselben in einer Geraden, 
so liest auch der ?m-+1te in derselben Geraden. 

Der Satz beruht auf dem folgenden, welcher sich in den „, Anal. 
geom. Entwickelungen von Plücker, pag. 183.” bewiesen findet: 

Wenn in eine Curve zweiter Ordnung zwei Vierecke 
beschrieben werden, deren drei erste Seiten einer Geraden 
in denselben drei Puneten begegnen, so vereinigen sich auch 
die vierten Seiten derselben in einem Puncte dieser Geraden. 

lat man nun z. B. ein Zehneck, bei welchem die Durchschnitt 
punete der Seiten 1 und 6, 2 und 7, 3 und 8, & und 9 in einer Geraden 


durch Diasonalen z und 


und sehneidet: man ven demselben die Seiten 9, 10, 1 und 5, 9 
>, 


g 
3 ab, so erhält man ein Sechseck, dessen Seiten 

und 7. 3 und &, 3 und & sich paarweise in emer Geraden 4 begegnen. 
Kerner findet der obige Satz auf die beiden Vierecke aus den Seiten 9, 
0.1, und 4 5, 6, 2 Anwendung; es liegen aber die Durchschnitts- 
punete von und 8, und 6, in der Geraden 4, also liegt auch der 
Durchsehnittspunet von 5 und 10 in dieser Geraden. Auf dieselbe Art 
überzeugt man sich, dals der Satz allgemein ist, indem derselbe für ein 
Vieleeh von #72 +2 Seiten gelten muls, wenn er für ein Vieleck von 


tm —2 Seiten gilt. 


| | 
F 
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28. 


‚ Theorie der Potenzial- oder eyklisch- hyperbolischen 
Functionen. 


(Von Herrn Prof. Gudermann zu Cleve.) 


(Fortsetzung der Abhandlung No. 1. und 14. in den beiden vorigen Heften.) 


Dreizehnter Abschnitt. 
Entwickelungen der Potenzial-Functionen eines zweitheilisen 
Arcusg nach Potenzen des zweiten Theils. 
66. 

Wo die Entwickelung der Funetionen und Cos(k-+:) in 
Reihen, welche nach Potenzen von z fortschreiten, Detriilt, so ist dieselbe 
sehr einfach, Da nemlich Gos(k+z) = Cosk. Eink.C©inz und 
Ein(k+:) = ist, so substituire man mur für 
Koss und Ginz die bekannten nach Potenzen von z fortgehenden Reihen 
und man hat auf der Stelle: 


(k+2) = Sink. + Eink.55+ tete. 
Sin(k+ 2) = Eink+ Cosh. 5 + + te. 


Setzt man, um zu den cyklischen Functionen überzugehen, kY—1 für 
k und zV—1 für z, so entstehen die beiden folgenden Reihen: 


c08(k +2) = cosk — sink. — k + sin + ——etc. 


sin(k +2) = sink — sin — cosk. + sin + — etc. 


in den beiden letzten Reihen folgen immer auf zwei Vorzeichen — zwrei 
Vorzeichen + und umgekehrt. 


Gröfsere Schwierigkeit bietet aber die Entwickelung des Ouotien- 


ien und die davon abhingende der Function X(k-+-3) in eine 


1 
cos(k+ x) 
nach Potenzen von x fortgehende Reihe dar. Diese Entwickelung fordert 


die Kenntnifs der höheren Differentiale der Function En U, und es be- 


cos k 


einnt daher die Untersuchung mit der EKriorschung des Gesetzes, nach 
welchem diese höheren Differentiale fortgehen, da das Diiferentüren selbst 
Crelle’s Journal d. M. VI. Dd. 4. Hft, 41 
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nur ein Übergehen von einem Differentiale zu dem nächst höheren ‚„ und 
also ein recurrivendes ist. 


$. 
oU 
Setzen wir zur Vereinfachung = —— 
cosk? ok 
und allgemein Use rg Werden die ersten Differentialverhältnisse U, 
Ik 


2 3 


U, U, U, durch das gewöhnliche Differentiiren hergeleitet, so er- 
kennt man bald, dafs die Form derselben ziemlich verschieden ist, je nach- 
dom ein solches Verhältnifs von gerader oder ungerader Ordnung ist. Für 


U findet man im Allgemeinen folgende Form: 


U=S (r, ß).cos cond.(2e+ß=[r), 
und es sind die Coefheienten ®(r,0), @(r,1), ws. w. nur noch 
die einzigen unbekannten Gröfsen. | 
Um diese Coöfßeienten zu finden, ist es nothwendig, den vorgeleg- 
Ausdruck noch einmal zu differentüren; dies giebt: 


(22+1).P(r,ß). sink cond.(e+ß=r). 
Das Dilferentüren führt also zu dem Ausdrucke: 
Wird nun noch 1— cos /;* für das vorkommende sin A” gesetzt, so lälst 
ro der Ausdruck zusammenziehen, wie folgt: 


Er fillt also wieder unter die bereits bekannte Form: 


U = cond. =r+1), 
und es führt die Identifieirung beider Ausdrücke zu der folgenden Coefh- 
cienten - Beziehung: 

= Im (Im—1).@ (r, r+1—m) — r—m). 
Nach dieser ziemlich einfachen Reeursionsformel liefsen sich also die un- 
bekannten CoÖöffieienten berechnen. Man vereinfacht sie aber noch sehr, 
wenn man setzt: 

(—1) ".O{r,r—m).(2m)’ für @(r, r—m) 
und diese Substitution gleichmäfsig durchführt. Die Recursionsformel geht 
dadurch über in: 
+1—m) = 


und man hat dann allgemein: 
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2r 


U = cond.(a+-ß=r). 
Die so eben gefundene Recursionsformel hat die größste Ähnlichkeit mit 
einer bekannten Beziehung, welche unter Combinationsclassen Statt findet, 
die bei unbedingter Wiederholbarkeit der Elemente gebildet sind. Nimmt 
man nemlich zur Scale die Reihe der Quadrate der auf einander folgen- 
den ersten ungeraden Zahlen der natürlichen Zahlenreihe, und bezeichnet 
man die Scale auf folgende Art: 
(m) 


n 

so hat diese Scale offenbar (2 +1) Elemente. Soll weiter das Zeichen € 
(m) 

die aus den Elementen der geschlossenen Scale (72) bei unbedingter Wrie- 


derholbarkeit gebildete Combinationsclasse des zten Grades bezeichnen, so 
ist bekanntlich auch: 


r}+1-m r+ı-m r-m 
C=Ü+(m+1.C. 
(m) (m-ır) (m) 


Da nun diese Formel ollenbar mit der vorhin gefundenen Recursionsfor- 
mel zusammenfüllt, so folgt aus dieser Übereinstimmung: 


r-m 
Olr,r—m) =(. 
(m) 
Bei diesem Schlusse versteht es sich aber von selbst, dals er erst seine 


völlige Begründung erhält, wenn nachgewiesen wird, dafs dieses Resultat 
auch für die ersten Werthe der Zahlen r und zn richtig ist, wovon man 
sich aber leicht überzeugen wird; denn auch völlig übereinstimmende Re- 
cursionsformeln lassen verschiedene Gröfsen aus der Rechnung hervorge- 
hen, wenn die Gröfsen, von welchen die recurrirende Rechnung ausgeht, 
verschieden sind. Die völlig übereinstimmenden Recursionsiormeln im 
$. 32. und $. 33. sind ein Beispiel der Art. 
68. 

Wenn man aber den nun bekannten Ausdruck für das höhere 

Diflerential: 


2r 


2c+1 
= S(-1P. Qu). C.(—) cond. 
(«) 


COS 


noch einmal differentürt, so hat man für ein Differentialverhältnifs von un- 


gerader Ordnung allgemein den folgenden Ausdruck: 
2r-+ı 


U = ( cond.(«+ß=[r). 


cos k 


Die ersten Specialfälle dieser beiden allgemeinen Formeln sind die nach- 
stehenden: 


41° 
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U sın k 
cosk ? U= 
7 2 1 3 sin k ink 
cos cosk cos k* cosk? ? 
4 24 20 1 120sink  60sink 
cos k cos h cosk cos k® cosk* cos k? 
720 s40 182 1 
U= — —— . 
cos k” cos k° cos k? cosk 


Die Ausdrücke werden immer zusammengesetzter, je weiter man fortgeht, 
und es ist z.B. 


4790 01600 743783040 197271360 15159144 
cosk' cos + cosk® 
438 2860 


Gestützt auf die beiden obigen, zur independenten Bestimmung dienenden 
und das allgemeine Gesetz des Fortschritts deutlich aussprechenden For- 


meln haben wir also für den Quotienten Mond u die Reihe: 
! 


welche leicht auf by perbolische Funetionen übertragen werden kann. Be- 


merkt ınan ferner, dais k- J)= wenn / als constant und 


z als veränderlich behandelt wird, so we man die vorstehende Reihe mit 


3 multiplieiren und dann integriren, wodurch man für £(k-+ x) eine Reihe 
erhalten wird: 


I z? = 3 + 
welche einfacher durch ausgedrückt wird, 


6. 

Unter den besonderen Werthen für k ist offenbar der Werth k= 0 
von Wichtigkeit; denn da hie: dureh cosk=]1 und snk=0 wird, so sind 
die Coöfücienten : ete., welche ungerade Zeigezahlen tragen, 
einzeln Null, weil ihre Ausdrücke den Factor ee tragen; auch ist nun 


Man crhält also: 


Rz . Qa+t1)’* 


r r 
Setzt man weiter v=U für k=0, wie im $.48., so erhält man für » 


; 
den allgemeinen zur independenten Bestimmung von z dienenden Ausdruck : 


28. Gudermann, Theorie der Potenzial- Functionen. 


r 


u = S(—1/.(2o). cond. (&+ß=[r). 


. 
Aus dem für U angegebenen Ausdrucke folgt also z.B., da nun r=6 ist; 


12 


Ü = + 479001600 — 1037836800 
+ 743783040 — 197271360 
+ 15159144 — 132860 
1 
Summe: + 1237943785 — 1235241920 


6 
oder u = 2707765 (wie im $. 42.). 


r r 
Für die in den Ausdrücken U und u re CGombinationselassen 
aus den Elementen der Scale (rn) = {1”, 3°, 5°,....(2m+1)’} werden 
später andere Ausdrücke nachgewiesen werden, w a ch übrigens ihre Be- 
rechnung keinesweges erleichtert wird, — jeder in der Combinationsiehre 
ein wenig Erfahrene wird in Anwendung bekannter eombinatorischer Be- 
ziehungen im vorliegenden Falle ungleich schneller und sicherer zum Ziele 
gelangen. 
. 
Setzt man aber k= ist und man Iin- 
det die folgenden Zahlen: Veiy?; Veily?; 
u.8. w. Man berechnet diese Zahlen aber MEN: recurrivrend; setzt man 


4 


so ar man leicht die folgende Recursionsformel: 


ı n-ı ee n-2 3 n-3 4 n-4 


In dieser Formel immer zwei V mit zwei Vor- 
zeichen Plus und umgekehrt ab. Man hat also: 


= 411.5; +57. +361 
+ 330737. + cte.). 
Was das erste Glied betrifft, so hat man tang 87 = — 1, also Sin‘ 
und )= v2, also ist und also 


= 
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Man findet aber noch leichter den Werth von & (2), wenn man in einer 
von den beiden ersten Formeln des $. 65. für das da vorkommende v 


setzt den Werth vo =}. 
Setzt man in der vorigen Formel —z für x, so hat man eine Reihe, 


welche von der vorigen subtrahirt wird, und dann giebt: 
st 
| 
—:)+ 2y?2 + 330737. 55 ete.). 


Ähnliche und zum Theil noch einfachere Formeln findet man, wenn 


k= oder gesetzt wird. | 
Zusatz. Setzt man ky—1 für k und zy—1 für z, so gelangt 
man noch zu einer Reihe für SAtZ° Setzt man nemlich: 


ar ß 


2’ +1 


so hat man 
U,— — — etc. 
und 


In beiden Reihen folgen auf zwei Glieder mit den Vorzeichen Mimus je- 
desmal zwei Glieder mit den Vorzeichen Plus und umgekehrt. 


70. 
Noch reicher an Folgerungen ist die Entwickelung von tang (k-+ v) 
in eine nach Potenzen von  fortgehende Reihe. Setzt man nemlich: 


z tangk, 


und bezeichnet man die höheren Differentialverhältnisse, wie folgt: s = 


n 


und allgemein —, so hat man cosk”, und man über- 


sieht überhaupt bald, dafs der Ausdruck für z folgende Form haben könne: 


(—1)” @(r, ß). cosk” cond. (£-+P=[r). 


Dilferentiirt man ihn, so erhält man: 
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Wird noch einmal differentürt, so erhält man: 


er+ 


mit der beiden Haupttheilen gemeinschaftlichen Bedingungsgleichung & + ß 
—=r. Man kann aber diesen Ausdruck wieder unter die Form: 


cosi“ cond. =r+1) 
bringen und erhält also die Recursionsformel: 

O(r+1, r+1—m) = Qm—1) r+1—m) + (r,r—m). 
Setzt man aber — 1). 27°", @(r,r—m) für @{r,r— m), so geht die 
Recursionsformel dadurch über in: 

O(r+1,r+1—m) = @(r, r+1— m) + m? O(r, r— m) 


und nach ihr können dann die unbekannten Vorzahlen im Ausdrucke: 


berechnet werden. Aber man erkennt auch aus ihr, dafs der Coöffieient 
Or, r— m) eine aus den Quadraten der ersten Zahlen der natürlichen Zah- 
lenreihe bei unbedingter Wiederholbarkeit der Elemente gebildete Combi- 
nationsclasse ist. Nimmt man nemlich die Scale: 

(m) = 3°, ....m°), 
welche aus m Elementen besteht, so erhellet auf ähnliche Art, wie im 
$. 67., dals allgemein: 


QO(r,r—m) = 


sei, und man hat also nun: 


(«) 


cos k 
In beiden Ausdrücken darf aber auch noch sogleich &+1 für & gesetzt 
werden, weil das Glied für ß=[r oder =0 selbst Null ist. 


71. 
Gestützt auf diese beiden zur independenten Bestimmung dienenden 


Formeln hat man nun in Isuahgreg- des Taylorschen Satzes: 


tang(k+ v) 1 97 +: 7 +3. + etc. 


Setzt man zunächst k=0, so ist sink=0 und cosk=1; es fal- 
o I 2 3 


len also von den Gröfsen z, z, z, z, etc. alle diejenigen weg, welche eine 
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gerade Zeigezahl tragen, weil sie den Factor sink enthalten. Setzt man 


weiter allgemein: 
um 2 für k 0, 


so findet man für tangv die nach Potenzen von v fortgehende Reihe: 


tugv = + + + etc. 
welche mit der im $. 44. für tanga gefundenen zusammenfällt; es haben 
auch die Co@fhieienten w, w, ww, zv etc. dieselbe Bedeutung, wie im $.43. 
und 8.44. Jetzt haben wir aber für die independente Berechnung dieser 


Coelficienten die allgemeine Formel: 


w= +1)’. C cond. (a +2 =r). 
(a+1) 
Da nun aber (2&-++ 1)’ immer durch 2“, und in der Regel noch durch eine 
höhere Potenz von 2 theilbar ist, so ist also das allgemeine Glied durch 
oder eine noch höhere Potenz von 2 theilbar; daher ist über- 


haupt w immer theilbar durch 2”, aber in der Regel selbst durch eine Po- 
tenz von I, deren Exponent entweder =?r oder doch nur wenig <?r ist. 


Die Berechnung der Werthe von U für eine gegebene Summe 
(«-F1) 
(I+2.+5%=r-+1) gelingt sehr einfach, indem man die Quadrate der 


ersten ganzen Zahlen bis zur Zahl r? in eine Horizontalreihe nach fallen- 
der Gröfse, etwa von der Linken zur Rechten stellt, und ihre allmäligen 
Summen von der Rechten zur Linken nimmt; diese sind dann schon Combi- 
nationsclassen des ersten Grades; unter sie werden von der Rechten zur Lin- 
ken die Quadratzahlen Glied unter Glied gestellt; die über einander stehenden 
Zahlen werden multiplieirt, und die Producte wieder allmälıg von der Rechten 
zur Linken addirt; die Summen sind die Combinationsclassen des zweiten 
Grades; so führt man überhaupt fort nach folgendem Kechnungs - Schema: 


25 16 + 1 
Combinatious-Ciassen 1sten Grades 55) 30) 14) 5, 1) Summen. 
16 1 Elemente. 
480 126 ZU Producie, 
Ulassen Zten Grades . 6277) 41%, 21, 1) Summen. 
9 Elemente. 
1323 84 1 Producte. 
Glassen Sten Grades « . . . 1409) 85) 1) Summen. 
4 1 Elemente. 
340 Producte. 
Classen Grades . . .431} 1) Summen, 
Element. 
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Hiernach sind die folgenden Zahlen berechnet worden: 


Az 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
38) 285 204 140 91 30 14 5 
48279| 25194) 12138) 5278! 2002 627 117 1 
—3 | 2458676! 846260] 251498! 61490| 11440 1408 
52253971110787231|1733303| 196053| 13013 341 1 
—5 |! 434928221'4658790513255330| 118482) 1365 1 
3=6 5461 1 
3=7 || S60181300| 9668036) 21845 1 
87099705 87381 1 
P=I 349525 1 
310 1 


So hat man z.B. für r=3 die folgenden Zahlen: 
5040 —67%0 
+2016— 64 
Summe = + 7056 — 6784 = -I- 77, 
Also findet man w = 2772 wie im $. 49. 

Zusatz. Das so eben gezeigte mechanische Rechnungsverfahren 
kann auch bei der Ermittelung der Werthe der Combinationsclassen, welche 
in den Formeln des $. 68. und $. 69. vorkommen, und weiche aus den 
Elementen einer anderen Scale gebildet werden müssen, angewandt werden. 

6.72, 

Der besondere Fall, wo k= T ‚„ verdient ebenfalls eine besondere 

Beachtung. Setzt man nun noch zx für v, so erhält man: 
tangı (5 +) 
gesetzt, allgemein: 


E 2r st 
u=().: und 
r er+ı 


Da aber 008 =sin. = v3 ist, so hat man auf der Stelle: 
r 
u= cond.(<+ß=[r), 
(a 
r ß 
w == cond.(e+Pß=r). 
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Da immer (2«)’ und also auch (?#2-+-1)’ durch 2“ theilbar ist, so sind 
also die Coäfficienten C®. und welche in diesen Ausdrücken 


vorkommen, ganze Zahlen. 


r 
Um nun noch zu zeigen, dals die Coeffieienten u und ww mit den 
im $.42., 8.43. und an noch späteren Stellen eben so bezeichneten die- 
selben sind, dienen die beiden Formeln: 


tang (= +2) + tangz ) —_ ud 


st 
tangz + x) — tangz (= ) 


durch deren Anwendung man findet: 


2tangr, 


cosx (2«)’ Sin ta w (2e+1)' 

Es sind also sowohl zur independenten Berechnung der Coöfficienten u, 

2 3 1 2 3 


u, u, etc., als auch der Coöfficienten w, w, w, etc. zwei allgemeine For- 
meln angegeben worden, welche, wie man sieht, ziemlich einfach sind. 


Vierzehnter Abschnitt. 


Geometrische Constructionen für die Beziehungen zwischen 
den Potenzial-Functionen, ihren Arcus und den 
vermittelnden Functionen. 


Die gleichseitige Hyperbel. 
73. 

Wie die Beziehungen zwischen den eyklischen Funetionen und 
ihren Arcus am Kreise nachgewiesen werden, ist so allgemein bekannt, 
dafs es unpassend wäre, hier davon zu handeln; nicht ganz so bekannt 
ist die geometrische Nachweisung der Beziehungen zwischen den hyper- 
bolischen Funetionen an der gleichseitigen Hyperbel, von welcher diese 
Functionen den Namen hyperbolische erhalten. 

Es sei (Taf. IV. Fig. 2.) die Gerade {= «a die Halbaxe der gleich- 
seitigen Hyperbel BM, und es seien die Coordinaten des Punctes M dieser 
Curve JP=x und PM=y, so ist bekanntlich die Gleichung an die Curve: 

y=Y@—a). 
Wird nun die Fläche des Sectors ABM = gesetzt, so hat man: 
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= AAPM — Fläche BPM = — /yöx, 
2 
oder auch: 


Wird aber die Gleichung an die Curve diflerentürt, so hat man yoy=xöx, 


also dy Daher findet man: 


a? 0x 
= lso auch = 


Setzt man nun k = Xi (Ges = =), so hat man umgekehrt: 


1. lsk=X, 


a 


und man findet 


—— (nach $. 18.). 
> 
Es ıst demnach und also = const. Da nun für 
x = a die Fliche werden muß, und Cosk=1, also k=0 wird, 
so hat man const.=0, und es ist demnach: 


a? 
2; — 


Construirt man also mit dem Halbmesser @ einen Kreisseetor, dessen In- 
halt so grofs ist als der Inhalt des hyperbolischen Sectors 7, so ist der 


Quotient, welchen man erhält, wenn man den Bogen des Kreissectors 
durch seinen Radius «@ dividirt, der unbenannten Zahl k gleich, oder in 
anderen Worten: die unbenannte Zahl k ist dem Bogen des Kreissectors 
gleich, wenn der Radius @ zur Einheit genommen wird. 


Der Urcus k wird also aus dem bekannten Inhalte des hyperbo- 
lischen Sectors eben so gelunden, wie wenn dieser Sector ein eyklischer 
wäre; denn wenn er ein cyklischer wäre von der Grölse 7, so hätte man 


2 
ebenfalls —=—.k, wenn der Halbmesser ist. 


2 
Ar 
Aus der Gleichung Cosk = ==7E folgt nun aber leicht: 
PM 
= —p und 
3. 
PM 
= 


42 * 
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$. 74. 

Die so eben erhaltenen drei Gleichungen veranlassen nun folgende 
einfache Construction: 

Man schneide von P aus nach dem Scheitel B hin von der Ab- 
scisse ein Stück PD=4AB=a ab und ziehe die Gerade MD, so entsteht 
ein rechtwinkliges Dreieck DPM, worin der Winkel an D mit © bezeich- 
net werden mag. 

Da PM=y und ist, so findet man 

x AP. 
Daher hat man 
= —, sind = und = 
x a 


Jede dieser Gleichungen führt zusammengehalten mit den Gleichungen (3.) 
des $. 73. zu einer den Zusammenhang zwischen den Arus k und © aus- 
drückenden neuen Gleichung, nemlich: 
oder umgekehrt: k= 80. 
Wird der im hyperbolischen Sector befindliche Winkel BAM =% 


gesetzt, so hat man tang ) = —, und da die trigonometrische Tangente 

des Winkels, welchen die Berührungslinie der Curve für den Punct M mit 
2 . . 

der Abscissenlinie bildet = pr und also = ze ist, so folgt, dals dieser 


Winkel den Winkel % zu einem rechten Winkel ergänzt. Hierauf kann 
eine bequeme Construction der Tangente gegründet werden. 


Aus den beiden Gleichungen sin? = und tangY= folgt ferner : 


sn® = tangy = Tangk. 
Also ist Y=4#/(?%k) oder also auch und 
also P=/(38(2%)), oder umgekehrt = auf ähnliche Art wie 
im Zusatze zu $. 40. Eine ausführlichere Behandlung der gleichseitigen 
Hyperbel kann hier offenbar der Zweck nicht sein. 


Die Kettenlinie. 


$. 75. 
Es seien (Fig. 3.) die Geraden AP=x und PM =y die Coordi- 


naten (für den Anfangspunet 4) eines Punctes M einer Curve, deren 


Gleichung ist: y= 
a 
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Die Gröfse « heise der Parameter der Curve. Man hat für x — 0 
offenbar y=e, und es ist also 7 = oder der Parameter. Der Punct 
Y heifse der Scheitel der Curve. Setzt man nemlich — x für x, so bleibt 
y unverändert, und es theilt also der Punct 7° die Curve in zwei con- 
gruente Arme; die Gerade 4/7 ist demnach eine Axe der Curve, Wenn 
x gröfser wird, so wird auch y grölser und es ist y immer positiv. Da- 
her liegt die Curve ganz auf einer Seite der Abscissenlinie P4 p und ent- 
fernt sich immer mehr von iar. Später wird gezeigt werden, dafs die 
Curve die sonst sogenannte Kettenlinie ist. 


Differentürt man die Gleichung an die Curve, so erhält man 
— Sin —. Wird aber in M eine Tangente MT an die Curve gelegt, 


und der Winkel, welchen M7' mit einer zur Abseissenlinie parallelen M m 
bildet, = gesetzt, so hat man auch tangp=5L, und es ist also: 


tang? = Gin =. 


Setzt man also die unbenannte Zahl — = k, so hat man tang? = Sin k, 


und also 
P=/!k, oder umgekehrt: und 


Durch diese drei Gleichungen sind die Beziehungen zwischen ®, k und 
x ausgedrückt. Die Gleichung an die Curve ist auch y=a.Cos k, und 


also auch: 
cosp" 


Wird der Bogen 7/M gesetzt, so hat man (0 und 


man findet ö&s=0dx Cs; wird die Gleichung integrirt, so hat man: 


4 
a.Ein— zu a = a.tangd, 


weil das Integral für =0 verschwinden muls. Wird diese Gleichung 
mit der zwischen x und y verbunden, so findet man: 
Es ist also immer y>s und es nähern sich diese beiden Größen ins Un- 
endliche dem Verhältnisse der Gleichheit. Wird die Gleichung s.cot® = « 
mit der Gleichung y cos® = verbunden, so hat man noch: 
ysnd=s 
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6. 7% 

Wird vom Fulspuncte P der Ordinate PM auf die Tangente MT 
das Loth PS gefällt, so entsteht das rechtwinklige Dreieck MPS, worin 
der Winkel NPS=® ist. 

Die beiden Katheten dieses Dreiecks findet man leicht: 

MS = s = Bogen /M und 
PS = a = dem Parameter A7, und also constant. 
Die Hypothenuse PM ist =y und also „’=«°+s’, wie vorhin. 

Stellt also XSPL ein Lineal in der Form eines Rechtecks, dessen 
Breite P$ = KL==a ist, vor, so kann man die eine Seite dieses Lineals, 
das mit dem Puncte $ sich anfänglich in 7 und mit dem Puncte P dann 
in £ befindet, an der convexen Seite der Curve drehen oder abdrücken, 
und die freigewordene Seite $M erscheint dann als von dem Bogen YM 
abgewickelt, mit dem sie gleich leng ist; die andere Ecke P des Lineals 
wird durch eine solche Bewegung genöthigt, eine gerade Linie AP zu 
beschreiben. Es scheint, als ob diese auf die früheren einfachen Formeln 
gegründete Vorstellungsart der Abwickelung der Kettenlinie, wobei eine 
gerade Linie zu beschreiben der Punct P veranlafst wird, bisher nicht sei 
gekannt worden. Vielleicht liefse sich hieraus die Construction eines In- 
struments herleiten, mittelst dessen man umgekehrt statt der geraden Li- 
nie die Kettenlinie selbst beschreiben könnte, so wie man andere Curven 
z.B. die Kegelschnitte beschreibt. Denn obgleich es interessant sein mag, 
zu wissen wie man sich der Kettenlinie als einer Leitlinie bedienen könne, 


um eine gerade Linie zu beschreiben, so ist doch eine solche Art der Be- 
schreibung unnütz. 


Wird die Fläche gesetzt, so ist (os — 
und also Ein 
Daher ist die Flichke f= YA. Bogen =PS.SM= dem Rechtecke 
PSMR. 


Bezeichnet g den Krümmungs-Halbmesser, so ist e=- 


Aber — = — “ 
ar und ne also hat man, wenn man nur die ab 
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solute Grölse des Krümmungs-Halbmessers mit g bezeichnet: 


BEN a 
cos 


Es ist sonst e negativ, welches bekanntlich anzeigt, dals die Curve gegen 
die Abscissenlinie convex ist. Man findet aber auch 


s? 

Für den Punct 7 ist also der Krümmungs -Halbmesser = @ = dem 
Parameter A7/. Wird die Normale MR bis zum Einschnitte N in die Li- 


nie AN verlängert, so ist bekanntlich: 
PM’—=MR.MN, oder y„’=a.MN und also MN = —, 
oder einfacher: e= MN. 


Wird also MN über M hinaus verlängert, und die Verlängerung NMO=MN 
genommen, so ist MO der Krümmungs-Halbmesser auch der Lage nach, 
und es ist O der Mittelpunet des Krümmungskreises; seine Coordinaten 
sind /2 und QO, und man findet leicht: 

AD = PN—AP und = 2.PM. 

Man mus, wenn man auf die Einfachheit der diese Curve betref- 
fenden Beziehungen sieht, gestehen, dafs sie zu den interessantesten Gur- 
ven gehört, welche die analytische Geometrie bisher als solche ausge- 
zeichnet hat. 


$. 77. 
Nach diesen rein geometrischen Betrachtungen der mit der Glei- 
(te 


x 
chung y=a.Cos — oder auch y=« zusammengehörenden Curve 


2 
fehlt noch der Beweis, dafs diese Curve die Kettenlinie sei, welche Be- 
nennung sie ihrer statischen Eigenschaft verdankt. 

Ein gleichmäfsig dicker und schwerer Faden, welcher vollkommen 
biegsam ist, formt sich nemlich, wenn seine beiden Enden festgehalten 
werden, zu einer solchen Curve jedesmal, nur dafs ihr Parameter nicht 
immer derselbe ist. Diejenigen, welche über die Kettenlinie geschrieben 


haben, scheinen es nicht gekannt zu haben, dafs man die Gleichung an 


. . x Pr) 
dieselbe unter die einfache Form y = a.C05— bringen könne, wenigstens 


ist in keinem der statischen Lehrbücher, welche dem Verfasser zu Ge- 
sichte kamen, die Gleichung an die Kettenlinie unter diese einfache Form 


325 


335 285. Gudermann, Theorie der Potenzial - Functionen. 


gebracht worden. Umgekehrt hat man die zu dieser Gleichung gehörige 
Curve untersucht, ohne dabei anzugeben, dafs diese Curve die Kettenlinie 
sei. Man findet z. B. im zweiten Theile des Zraite du caleul differentiel 
et du caleul integral (No. 684. pag. 459.) eine, wenn auch nur gedrängte 
Darstellung der Eigenschaften dieser Curve, ohne die Angabe, dafs sie die 
Kettenlinie sei; dafür ist die historische Bemerkung hinzugefügt worden, 
dafs dieselbe Curve von Herrn Schubert (Nova acta Acad. Petropol. 
T. IX. pag. 178.) untersucht worden sei. Aber die Ansicht dieser Ab- 
handlung stand mir nicht zu Gebote. Sollte aber auch in dieser Abhand- 
lung die fragliche Behauptung ausgesprochen und nachgewiesen worden 
sein, so würde doch ein solcher Beweis nicht in Vieler Händen sein. Wir 
olauben daher auf ein allgemeiner verbreitetes Werk verweisen zu dürfen, 
welches jüngst auch ins Deutsche übersetzt worden ist: Lehrbuch der 
Mechanik von 8. D.Poisson, aus dem Franz. übers. von Dr.)J. 
C. Eduard Schmidt, Stuttgart und Tübingen bei Cotta 1825. 

Im ersten Theile dieser Übersetzung (No. 142. pag. 155. u. ff.) ist 
für die Kettenlinie als Dillerential-Gleichung angegeben worden: 

A.sinc.döx — = h.s,dx. 
Beziehen wir diese Gleichung auf unsere Fig. 3., so ist n’B=x, Bü=y 
und Bogen m’C=s. Wir hingegen wollen 4D=x, DC=y und Bogen 
YC=rc setzen. Setzen wir dann noch die constante Länge des Bogens 
V m'=1, so ist s=/—c. Wollen wir diese Abänderung in die Gleichung 
einführen, so müssen wir außerdem noch —Cx für dx und —cCy für 
°y setzen, wodurch wir erhalten: 
— Asinc.döx + Acosc.dy = 
oder auch hl—Asince , Acosc © 


Setzen wir weiter zur Abkürzung: 


so haben wir die einfachere Gleichung B-+a.22 =‘, welche noch ein- 
mal differentürt giebt: 
0x? 
Um nun zu einer Gleichung blofs zwischen x und y zu gelangen, setzen 
wir soist und also 
ev 


| 
ox 
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Die Integration nach $. 18. giebt auf der Stelle: 
Ar Sn=v) = x + const., 


oder umgekehrt: const. 
Sin 


Da nun für d.h. im Puncte 7 auch sein muß, so hat 


man const.—=0 und also: _ 


„ Ein oder y= + const. 


Für <=0 muls man y=4Y erhalten, und es ist also AY’ = & 4- const., 
y- Cos— +AV —o. 


Bei der zu Anfang der Rechnung vorgenommenen Coordinatenverände- 
rung wurde die Lünge von AY unbestimmt gelassen; jetzt können wir 
AY so bestimmen, dals die Gleichung am einfachsten wird, welches der 
Fall ist, wenn 4/ =. genommen wird. Die Gleichung an die Ketten- 
linie ist dann, wie behauptet wurde: 

y= — 


und die Gröfse & ist ihr Parameter, welcher früher mit @ bezeichnet wurde. 
Zusatz. Herr Poisson gelangt durch eine ziemlich weitläufige 
Rechnung zu der Endgleichung: 


= 11 — +sinc).e”) 


wvorin Sa ist, und welche man nicht ohne Mühe in die unsrise 


einfachere umrechnen wird. 
78 
Zum Ausdrucke der Spannung 7’ an der Stelle C der Curve giebt 
Poisson ferner die Formel: 
Setzen wir in derselben für s den Werth /—r, so erhält man leicht: 


A’—2Ahlsinc- h?!? 
2 
Es ist aber = 
hat man 


7 = +0) = h.le— +02]. 


x 
Da nun nach $. 77. ferner —P=a.©in — ist, so finden wir 


h.u. os — oder = h.DtC. 


Crelle’s Journal d. M. VI. Bd. 4. Ift. 43 


‚ undAsne—hl=—hß; also 
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Wird das Gewicht des Bogens /C= p gesetzt, so hat man p=h.o, 
und also =p für =1. 

Der Ausdruck Z=h.DC, auf welchen die Formel des Herrn Pois- 
son von uns ist zusammengezogen worden, giebt nun zu erkennen, dafs 
die Spannungen an den verschiedenen Stellen der Curve den 
Perpendikeln proportional sind, welche man von ihnen auf 
die Abseissenlinie Pp füllt. Auch aus diesem Grunde ist die Linie Pp 
in Beziehung auf die Kettenlinie eine Linie von bemerkenswerther Lage. 


$. 79. 

Für die Brückenbaukunst ist die Frage von einiger Wichtigkeit, wie 
eine Kettenlinie construsrt werden könne, welche durch zwei gegebene 
Punete geht, die vom Scheitel der Curve einen gleichen gegebenen Ab- 
stand haben, oder was meist auf dasselbe hinausläuft, wie eine Brücke, 
welche die nach statischen Lehren vollkommenste Form haben soll, con- 
struirt werden könne, wenn die Breite des Flusses und die Höhe des Ge- 
wölbes gegeben sind. 

Es sei die Breite des Flusses Mm = 2b und die Höhe des Ge- 
wölbes /Y =h. 

Wäre der Parameter @ der Curve oder der Winkel nMT=® be- 
kannt, so wäre die Aufgabe der Construction so gut als gelöset; diese 
beiden Gröfsen müssen also vor allen gefunden werden, und dazu dient 


» lose > b 
die Gleichung: a km 
b b 
Setzen wir wieder — = k und den Quotienten „ =u, so ist w bekannt, 
d 
und die Division giebt —— —, also A=—-; die Gleichung geht hier- 
a w 
durch über in: 
k k 
— oder einfacher: 1+ k. 


Man hat also auch und endlich: 
k 
Aus dieser Formel muf[s der Werth von # gefunden werden, welches mög- 


l. z= 


lich sein mufs, weil v = —- bekannt ist. Wenn k gefunden ist, so hat 


h 
man auf der Stelle: N 
2, 


WB 
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Es hält nicht schwer, % in eine nach Potenzen von zu fortgehende 
Reihe zu entwickeln, aber die Rechnung gelingt ohnedies in der Regel un- 
gleich schneller auf andere Art. Man thut aber wohl, schon jetzt eykli- 
sche Functionen statt der hyperbolischen in die Formel einzuführen. Setzt 
man nemlich 29 für k, so ist 


1 1— cosp 
cos p 2 


Man hat also auch: 


cos p 


und aus dieser Gleichung soll eigentlich unmittelbar der Winkel @ gefun- 
den werden. Dieses Geschäft wird sehr erleichtert durch eine kleine 
Huülfstabelle, worin für die aufeinander folgenden, um einen Grad zuneh- 
menden Werthe des Winkels ® die zugehörigen Werthe von zo oder von 
logo, wenn auch nur in fünf Deeimalstellen angegeben sind, weil man 
dadurch in den Stand gesetzt wird, rückwärts aus der bekannten Gröfse 
von zw den zugehörigen Werth von ® bis auf einen Grad genau und auch 
noch genauer zu bestimmen. Ist der Winkel @ bis dahin bekannt, so 
wird man ihn bald durch eine oder ein paar Proberechnungen selbst bis 
auf eine Minute genau finden. Trigonometrische Tafeln mit 5 Decimal- 
zilfern reichen zu diesen Proberechnungen hin. 


$. 80. 


Hat man den Winkel ® schon bis auf eine Minute genau gefunden, 
so sei © der verbesserte Werth von und man hat venau: 
4 0) / 
log = log cos +0) + log sn 39 — log. 
Ferner sei 
logw = log cos® + logt@ — 2 log sin 30 — log 
Setzt man nun: 


I 
l. lgw—lew = t, 


so hat man o/fenbar: 
t = [log cos(P +0) — log cos9] + (9 +0") — 
— 2[logsingP +30) — log sinZQ]. 
Setzt man nun weiter: 
log cos (+ 1") 
log & (P+ 1") 
log 


log cos® — A los cos®, 
log 89 + 
logsinz@ + Alogsin; 9, 


so ist: 


43% 


> 
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log cos —logcosP = —d.A log cos P, 
log (P +) = AlogXQ, 
log sin (19 + 30°) — log sin 10 = 2 .Alog sınz®, 
und man findet nun leicht: 


— ÄAlog cosp — A log sinzp 


Die Differenzen Alogeos® und Alogsin3® sind in den trigonometri- 
schen Tafeln selbst angemerkt, hingegen ist die Differenz Alog£® noch 
zu ermitteln, und dazu dient die Formel: 


wenn man die alte Winkel-Eintheiking gebraucht; "hei Anwendung der 


neuen Winkel- Eintheilung muls diese Dani statt des Nenners 60 den 


Nenner 100 erhalten. Will man die Tabelle für die Werthe von 8% nicht 
gebrauchen, so findet man auch: 


log log tang (7 +37+3. — log log tang | — 3 23 


60 oder 100 
und alle in dieser Formel vorkommende Logarithmen sind beiggische, 
sl. 


Um die so eben beschriebene Rechnungsweise durch ein Beispiel 
zu erläutern, sei b= WO und A=79. Ferner habe man den Winkel © 
schon bis auf eine Sexagesimal- Minute gefunden: — 61° 10°, also 


30? 35%; + — Daraus findet man nach der Formel: 
logw = log cos® — 2log sin 39 + log log tang (45°-+ + 0,0611857, 


log tang (45°+ 0,389 9546 
log logtang (15° 2) =0,7708186— 1 log tang (45° + + 30) = 0,590 2166 
Dazu logcosp =9,685 2345 —10 
Summe 2 2... 9,454 1029 —10 loglogtang (15°4 30”) =0,7710114—1 

2logsin3@ . . . 9,4130785 —10 


log logtang (45°+ 7) = 0,770 8186 —1 


Dazu . 0,061 1857 1928 
los = 0,102 2098 
loedb =... . 2,000 0000 Also Alogty = 32,13 
loch + — A log — — 38,2 
logw= 0,102 3729 — Alogsin;g9 = 35,7 
log — 0,102 2098 =+32,13 


1691 32,13— 73,9=—41.77 
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== 61° 10° 0 
Der verbesserte Werth von @ ist = 61° 921", 
Genauer noch findet man den unbekannten Winkel dureh die folgende 
zweite Correction. 


Nun ist 
= 61° 20° (gesetzt), 30° 3440” und 45°+ — 75° 34 409" 
tang(45°+ 2) — 0,589 7800 log (45°+ 45%) =0,589 8236, 
log log tang(45° + 7) =9,770690—10 loglogtang(45°+ — 9,770 7222—10 
Dazu logcos$ . „ =9,685 4573 —10 
und . . d,061 1857 togtane(15°4 7) = 9,770 6900 — 10 
2logsinip . . . 94129364 —10 Also =32,2 
logw 0,1023766 — 33,3 
0,1023729 — Alossin9 = — 35,6 
g 37 Summe . . 
und — 01,887, 


Daher hat man 9 = 61° 9’ 20,859, und dieser Werth ist denn sehr genau. 
Will man ihn nun noch genauer haben, so mufs man trisonometrische 
Tafeln mit mehr als sieben Decimalzillern in Anwendung bringen, 

I kann auch auf folgende Art 
benutzt werden. Setzt man Cinzk=tangl}k und k=%9, so hat man 


2(tang 


Zusatz. Die Formel vo = 


nemlich vw = ; und also = logt® — 2logtang (2129) — log?, 
$. 82. 

Nachdem nun der Winkel 9 genau genug gefunden ist ‚„ kann man 


den Parameter « auf doppelte Art finden nach den Formeln: 
h cos @ 
2 
Dann hat mn e$h=y=PM, Die Linge des Bogens /M=s wird 
berechnet nach den Formeln: 
s=y.sn® und s= «.tans®. 
Hierauf findet man die Lünge des Krümmungshalbmessers o für den Punct M 
nach den Formeln: 


1 1 
und 


d 
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Dann kennt man aber die Hauptbestimmungen der Construction der Curve. 
Wird das im $. 81. vorkommende Beispiel durchgeführt, so hat man: 


6191 20",89; 30° 3440,44; 175° 34 40,44, 


2 
log = 1,597 6271 = 9,706 4695 — 10 
log cos® = 9,683 4539 Also: logsin 39° = 9,412 9396 — 10 
1,581 0610 log ? — 0,301 0300 
— 9,713 9696 Summe „... 9,713 9696 — 10 
log «a = 1,567 
Um auf die zweite Art zu berechnen, hat man P=--log tang (45° 2) 
Aber 


log tang (4° +) = 0,589 7838 


Also log log tang (45°+ 2) 9,770 6925 — 10 


log-. — 0,362 2157 
= 0,132 9085 
== 2,000 0000 
Also loge = 1,867 0915 (wie vorhin). 
Daher hat man: 
a = 73,6362 logy = 2,183 6576 log = 1,867 0915 
h= 7,0000  logsind= 9,942 4717  logcos® = 9,366 8678 — 10 
y=152,6362 logs = 2,126 1293 log e = 2,500 2237 
und s= 133,6993 e = 316,3907 
Man findet auch logs und logge, wie folgt: 
losa«a = 1,867 0914 logy® = 4,367 3152 
lostang® = 0,259 0379 log«ae = 1,867 0915 
logs = 2,126 1293 loge = 2,500 2237 


Will man die Construction der Gurve vollenden, so wird mai zwi- 
schen den Grenzen @=0 und 9 = 61° 9'20,89 für gleiche Zunahmen 
des Winkels @, welche nicht sehr klein zu sein brauchen, die zugehöri- 
gen Werthe der Grölsen x, y, 5, e nach den Formeln des $. 74. und $. 76. 
berechnen. Sind auf diese Weise mehrere einzelne Puncte der Curve fest- 
gelegt, so wird man durch sie eine approximirende Curve legen, welches 
nun um so leichter ist, weil man die Grölsen der Krümmungshalbmesser 


und die Lage der Mittelpuncete der Krümmungskreise kennt. Mit einem 
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solchen Halbmesser braucht man nur aus dem zugehörigen Mittelpuncte 
allemal zwischen den willkürlich gewählten Grenzen der Theile der Curve 
einen Kreisbogen zu beschreiben, so wird dieser, sinnlich betrachtet, mit 
dem entsprechenden Theile der Curve einerlei sein, oder doch der Unter- 
schied sehr gering, und zwar desto geringer sein, je gröfser die Anzahl 
der festgelegten Punete der Curve ist, und so wird sich überhaupt die aus 
Kreisbogen zusammengesetzte Linie von der Kettenlinie hinlänglich wenig 
unterscheiden. 

Zusatz. Einfacher wird die im $. 79. vorgelegte Aufsabe, wenn 
die Breite Mm =2b und als Höhe die Linie 4/7 =Nh gegeben sind. 


Man hat dann zur Bestimmung von 9 die Gieichw 


und wie vorhin: 


1 


1 
oder auch = h,cos®. 


Die Longitudinale. 
$. 82. 

Wenn zwei Zahlen @ und k in solcher Beziehung zu einander 
stehen, das @ oder umgekehrt k= ist, so ist bekanntlich 
immer >09. Werden daher die Abseisse x und der zugehörige Bogen s 
mit einer constanten Länge @ verglichen, welche der Parmeter heifsen 


mag, so ist auch —_ wenn für z=0 auch s=0 sein soll. Man 


. 
kann daher —— k und —=9 setzen, d.h. als Gleichung an die Curve 


aufstellen: 


Ss 
— oder umgekehrt — = /—. 


Die Curve mag die Longitudinale genannt werden. Die aufge- 
stellte Gleichung hat noch nicht die zur genaueren Kenntnils der Curve 
erforderliche Gestalt, und es mefls aus ihr endlich eine Gleichung her- 


oO 


geleitet werden, welche den Zusammenhang unter zwei rechtwiukligen 
Coordinaten eines unbestimmten Punctes der Curve ausdrückt. Man dilie- 


rentüre diese Gleichung, und man erhält = ——. Sind nun und y 


— 
ad 


die beiden Coordinaten eines Punctes der Curve, so ist bekanntlich auch 
und man findet 


Ir.Ein—. 
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$ $ Lo 
Da aber Sin — = tang/— = tang— ist, so hat man; 
a 


x 
x tang —. 


- © f > 
Nun ist aber ey auch gleich der trigonometrischen Tangente des Winkels, 


welchen die Berührungslinie des Punctes M der Curve, dessen Coordina- 
ten x und y sind, mit der Abscissenlinie bildet, und welcher durch Y% be» 
zeichnet sein mag; also hat man: 
X 
tangy) = tang — tang®, 


oder einfacher V=-=9P. Schneidet man also auf der Periphe- 


rie eines Kreises, der mit dem Radius a beschrieben ist, 
einen Bogen ab, dessen Länge der Abscisse gleicht, so ist 
der diesem Bogen zugehörige Winkel am Mittelpuncte des 
Kreises dem Winkel U jedesmal gleich; daher sind auch die 
Werthe der auf einander folgenden Abscissen den zugehöri- 
sen Werthen des Winkels / proportional, 


83. 


Und nun ist es leicht, von der Differentiatgleichung 


© . 
a 


chung an die Curve selbst aufzusteigen. Integrirt man nemlich so, dals 


mit auch wird, so findet man: 
yz=a. log oder cos — = cos®. 
cos — 
a 
Diese Gleichung giebt nun zu erkennen, dals zu gleich grofsen, aber ent- 
gegengesetzten Abseissen x auch gleich grolse, aber einstimmige Werthe 
der Ordinate y gehören. 
Es stelle (Fig. 4.) die Linie C#D die Longitudinale vor, AP =x 
und PM =y seien die beiden Coordinaten des Punetes M der Curve, so 
ist AP zugleich eine Tangente der Curve für ihren Scheitel 4; eine Tan- 


gente derselben für den Berührungspunet M sei MT, so ist der Winkel 


Da ferner log unmöglich ist, wenn @ > 5, 50 kann die Ab- 


cos 
seisse x nie größser genommen werden, als die Länge eines Quadranten 
vom Kreise beträgt, dessen Radius der Parameter der Curve «@ ist. Wird 
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die Abscisse so grols genommen, als ein solcher Quadrant, und ist etwa 


NH AV a 5 .a, so ist die Ordinate y zwar nicht unmöglich, aber 
unendlich grofs. Werden also in den Puncten 7 und 77 zwei Perpen- 
dikel Y/N und 770 auf der Abseissenlinie errichtet, so sind sie Asympto- 
ten der Curve, die also mit ihren beiden congruenten Armen ZD und Z/C 
vanz zwischen den Varallelen und Z7O enthalten bleibt und sich 
ihnen ins Unendliche nähert. Schon davaus dari geschlossen werden, dafs 


m, 


die Krümmung der Curve im Scheitel £ am grölsten ist und dafs dieselbe 


allmälig geringer wird, je weiter man sich auf einem der Arme vom 
Scheitel 4 ciutfernt. Noch deutlicher tritt diese Kenntnils hervor aus der 
Betrachtung des Ausdrucks für den Krünnmungshalbmesser seibst, welcher 


für den Punct M mit 6 bezeichnet werde. Man findet leicht: 


Der Krümmungshalbmesser für den Scheitel 4 ist also «eleich dem Para- 
meier 


Die Gleichung y= «log —— führt endlich auch leicht zum Aus- 
— 
a 
drucke des Zusammenhanges zwischen y und s. Denn man hat 


1 | 
- aloo — = 


und da k = st, so hat man auf der Stelle: 


bei s 


los —, 


Zusatz. Wollte man aus zwei gegebenen Coordinaten x und y 
die Longitudinale construiren, so mülste man zuerst die Gröfse des \Win- 
kels ® aus der Gleichung 


—logcosy 
zı ermitteln suchen, und hätte dann 
72 — log 


54 
Wil man die Ausdrücke für die Gröfsen x, y und s in Reihen 
entwickeln, so daß eine solche Reihe auch nach Potenzen einer dieser 
Gröfsen fortschreitet, so fallen die meisten dieser Entwickelungen nicht 


schwer, weil früher umständlich behandelte Reihen dabei sogleich in An- 
Crelle’s Journal d. M. VI. Bd. 4. Btt, +4 


a 
> cos 
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wendung kommen. Will man aber die Größfsen z und s in Reihen ent- 

wickeln, welche nach { otem ‚en von y kortschreiten, so kann bei diesen bei- 


den Aufgaben keine der früher behandelten Reihen in Anwendung kommen. 


Sieht man auf Fig. &., worin MP auf AP senkrecht oder zu AP 
parallel ist, und also {MP ein Rechteck vorstellt, so macht es eine Ver- 
wechselungs der Coordinaten nothwendig, MQ oder AP als Function von 


AR oder PM zu betrachten, und da kann die Aufisabe, M9 in eine nach 
Potenzen von + fortgehende Reihe za entwickeln, allerdings nicht zweck- 


los vorgelegt werden. Setzen wir daher un I =x, 02 =y, und, 


wie vorhin, den Bogen JM =s, so haben wir: 


wwägt man nun, dafs die Eutw mg eines Arcus, dessen Gofinus 
ist, in eine Reihe, welche nach des Gi nus fortschrei- 
tet, gar nicht B Pan werden kann, so begreift man, warum die beiden 
verlangten Entwickelungen einige Schwieri: okeit haben, und es die Mühe 
belohnt, hier FR on zu handeln. Da die we iden Aufgaben, analytisch ge- 


nommen, fast dieselben sind, so reicht es hin, die erste Aufgabe vollstän- 
dig aufzulösen, weil man die gefundenen Resultate leicht übertragen oder 


[ür die zweite Auigabe benutzen kann. Setzen wir zur Abkürzung 


y=7,- und dilerentürt man die erste Gleichung, so erhält man 


2X 
y = 1) 
Die Aufgabe der Entwickelung ist also auf die in der That ein wenig ein- 
fachere der Function 1) zurückgeilührt worden. 


OA 
Ö)de 


Mit der Entwickelung der Potenz 1)” in eine nach Potenzen 
von x fortschende Reihe haben sich die Analysten viel beschäftigt, und 
es kommen bei ihr die sogenannten Bernoullischen Zahlen in Anwendung. 
Der vielfache Gebrauch dieser Entwickelung, z. B. bei der Herleitung des 
SE Gliedes einer Reihe aus dem allgemeinen Gliede dersel- 
ben, rechtlertigt diese Aufmerksamkeit auf sie. Noch größsere Schwierig- 
keit hat aber die Entwickelung einer Potenz von e®—1, wenn ihr Expo- 
nent eine‘ vebrochene Zahl ist, wie im vorliegenden Falle. Überhaupt 
hängt die Entwickelung der Potenzen von e*—1 in eine nach Potenzen 
von x fortgehende Reihe ab von der Kenntnis der Vorzahlen, welche in 
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den Entwickelungen der (numerischen) Facultäten nach Potenzen ihres 


Grundfactors vorkommen. Wird nemlich in Anwendung der Bezeichnung 


der Facultiten nach Vandermonde äll gemein gesetzt: 
[%,d] 


(a+d)(a+2d (a +3d)....(a+nd)? 
so ist immer, der Exponent 2 mag eine positive oder negative ganze 
Zahl sein: 
= 

und die in dieser Reihe vorkommenden Verzahlen oder die sogenannten 
Facultäten - Coöffieienten: 

sind gewisse Functionen des Exponenten 2, welche ein durch die leicht 


ausgedrücktes allgemeines Gesetz ihrer Bildung befolgen. Wird der Be- 
gruf der Facultäten erweitert, auf ähnliche Art wie der Begriff der Po- 


n 


tenzen, so sind auch solche Facultiäten d] deren Exponent 
ein positiver oder auch negativer Bruch ist. Dann müssen aber für die 
Facultäten-Coöffieienten Ausdrücke angeseben werden, welche gebraucht 
werden können ohne Rücksicht darauf, was für eine Zahl der Exponent 
n der zugehörigen Facultät sei. Sciche Ausdrücke sind die jolgenden: 


=l, 
x n/'n—1) 
5 —1].37, 

2 

3? 

4 ie} 


+ 


5, s 5 3 2 


I 


44 * 
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9 


5 133 7 5 6 745 3 
67 + 47 3 13 2 n 
II 
J=[Ir—1]. — 27 — Zoran — 
+ 755 4803 2153 2 
Ws 


Die Berechnung dieser Werthe hat keme Schwierigkeit, wenn sie in ge- 


hörizer Weise unternommen wird, und gründet sich auf eine Formel, 
welche im Anhange hergeleitet wird. Die Möglichkeit der Berechnmg 


dieser Zahlen für Soden Werth von » vorausgesetzt, hat man immer: 


x 
und man wird in dieser Dormmel nun — x und —z für r setzen, wo- 
durch man erhält: 


Wird die Reihe mit dx multiplieirt und darauf integrirt, so erhält man: 


2 3 4 
k ( x ) k k 
377, 73° \7 +5 ete.|.yRax), 
und findet: Be 


T 3 
eine Formel, nach welcher die unbekannten Vorzahlen k, k, k, etc. be- 
rechnet werden können. 


Zusatz. Wenn die Differenz d unter den benachbarten Factoren 

einer Facultät = + 1 ist, so kann sie der Kürze wegen in der Bezeichnung 
wegbleiben, und schon daran erkannt werden. Hiernach ist [«, 1] le]. 
80. 
Man kann noch eine andere Formel zur independenten Berechnung 
- 

der Cot (ieie nten k, k, k, etc, herleiten. Da nemlich die Werthe der 
Function f, wenn z eine positive oder negative ganze Zahl ist, sich in 
Anwendung der Formel 


sehr einfach berechnen lassen und also als bekannt vorausgesetzt werden 


dürfen, so kann man die Werthe der Function "/, im Falle 2 keine ganze 
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Zahl ist, aus den vorhin genannten Werthen berechnen, und dazu dient 
die Formel: 


2 2\/_2 2 2 2\ r 
X (s-1) Tr). 3 ) (cond. 2+f=r), 


welche ebenfalls im Anhange wird hergeleitet werden. In Benutzung die- 
ser F ormel findet man: 


S(— 1)’ [?r] 13, (cond.2+ß=[r). 


So hat man zB. für r = 5 die fo; enden Zahlen: 


,—=42525. 11 — 10.7 3.968 120. 
d 


= 40186123 — 89743500 


64552950 -—— 15717240 


EN 


— 


k = 105466725 — 105460740 = 4 5985, 


87. 


Es bleibt nun für die Entwickelung von y in eine Potenzen 


von x fortgehende Reihe ut mehr hinzuzufüsen, als eine Recursions- 
formel herzuleiten, nach welcher man die Coäffieienten 7, / ete, noch 
> 
bequemer berechnen wird. Zu dem Ende bemerke man, dafs, wenn die 
Potenz 
dem polynomischen Lehrsatze gem! BB gesetzt wird, unter den Coöfheienten 


der beiden Reihen die einfache Beziehuns 


P 
S(na—P)A.a = 0 (cond. 
Statt findet. Von dieser werden wir hier Gebrauch machen, Setzen wi 
nemlich: 


so haben wir 


ger 
Werden diese Werthe in der allgemeinen Recurs a substituirt, so 


erhält man nach einer geringen Veränderung: 


(ond.e+ß=r). 


km 
| 
| 
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auf die eine Seite des Gleichheitszeichens allein g0- 


1 -2 


zr-} [6 


(6) 
== kml, 

I 2 o 

2 
— )5k—10.2°.4. 45,243. 
UÜ We 

Das Rechnen nach diesen Formeln ist so bequem, als es nur gewünscht 
werden kann, und man findet: 


3 


k 595 — 3°,9.11.107, 
U. 
Man hat demnach folgende Reihe: 
1 x 1 15 63 5985 +4) 
} a 7° a 11? a 
1588 


8805 6 
(=) ... vQax), 
oder wenn man die Vorzahlen möglichst vereinfacht: 
1 /x\? 1 1 =) 
= a +56) 5760\a/ 126720\a 


107 


=) ..% vRax) 


Diese Reihen können, wie schon Ss benutzt werden, um der Gleichung 


X 


— 

@ 
semüls, auch den Bogen s in eine nach Potenzen von x fortgehende Reihe 
u entwickeln. Man kann nemlich diese Gleichung auch also schreiben: 


Ja 


N 


340 
? 
bracht, so hat man: | 
k=+ 4, 
w 
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und so sicht man, dafs man in den erhaltenen Reihen nur — — für 
a 


und sy—1 für y zu setzen hat. So erhält man denn auf der Stelle noch: 


6 
13°’ a \ / 


Das erste Glied in der für y gefundenen Reihe ist gegen die nachfolgen- 2 
den desto beträchtlicher, je kleiner die Abseisse 0 = x im Verhältnils 
zum Parameter @ der Curve ist. Kür geringe Werthe von x hat man also 
näherungsweise y=y(?ax), d.h. die Longitudinale hat in der Nähe ihres 
Scheitels nur = geringe Abweichung von einer apollonischen Parabel, 
welche denselben Parameter mit ihr hat. 

88. 


Die Beziehung zwischen den durch die Gleichung = !® verbim- 


denen Xrcus kann noch auf mehre andere Arten geometrisch construirt 
werden. 

Denkt man sich zwei von einem Puncte ausschende Curven, welch 
auf denselben Anfangspunct der Coordinaten und ge dieselben Abseissen 


bezogen sind, so kann die eine ein Kreisbogen von der FR «aD scin, 
wenn a den Radius desselben bezeichnet, w n rend die Länse der anderen 
srößser als «aD und namentlich =ak=uLP ist; die Gleichung an diese 
Curve mufs dann noch ermittelt werden. 

Der Halbkreis ZBC (Fig. 5.) und die Curve FBE haben den Punct 
B gemein, D sei der Anfangspuncet und DP=x sei ‚meinschaftliche 
Abseisse der zusammengehörigen Puncte M und NV; di EEE seien 
PM=z wd P’N=y; es wird eine Gleichung zw Fr x und y gesucht. 
Da der Bogen ist, weun der Halbmeser DC =au 
und der Winkel BZDPM = 6 ist, so soll also der Bogen BY =x.%@ sein. 
Wird er mit 8 bezeichnet, so hat mau also: 

und ds = 


Auflserdem hat man z=asin® und Man findet ds = 
und hat also die Gleichung: 


cos ıp* 


Da weiter 
oder auch: 


34 

| 
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ey = 
wonn man eliminirt, Eliminirt man aber und so hat man: 


y= 


den Winkel, wele die Berührungslinie der Curve 


»etzt man a 


BE im Puncte mit der Abscissenlinte —=%, so hat man 


— } 
a? — cos cos 


Vermöge dieser Gleichung Kilst sich von den zwei Winkeln @ und / der 
eine aus dem anderen berechnen. Die Gleichung erscheint aber ungleich 
einfacher in der Gestalt: 

c050°? = cosy oder sın® = 
diese so eimiache Lormeln kann man eine leichte geometrische 
Construction gründen, wodurch man aus dem Winkel 2 den Winkel / 


um 


Setzt man Y(a— ==zz=rcos®, so hat man; 


/ 
= 


Da nun für z=« auch y=a werden muls, so hat man: 


a = — (Tang 75) + const., 


Pr a 
Aber ( 75) (7) und x’, also hat man 
a 


Führt man statt wieder ® ein, so man ay (2— sin ®°) 


i 


)— und zur Bestimmung 


st 
Man hat auch „= — 


von k dient dann die Gleichung: 
1 


= 


cos 
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Der Ausdruck verliert noch ein Glied, wenn man PO=x und ON =y 
setzt. Man hat dann: 


und der Winkel k wird berechnet nach der Gleichung: 
1 


cosp" 

1,41421 35624 und 

= 0,88137 35870 


tang k 22 
Da nun aber 


| 


also = 0,53283 99754 ist, 
so hat man 


y = «.0,53283 99754 + a (tk — ): 


sin k 
zur Bestimmung von / dient, wie vorhin, die Gleichung: 
1 


cos p 

Obgleich nun, wie man sieht, die Gleichung an die Curve sich in vieler- 
lei Formen darstellen läfst, so erlangt sie dennoch nie einen hohen Grad 
der Einfachheit; auch hat die Curve keine sehr interessante Eigenschaften ; 
daher mag das über sie Gesagte hinreichen. Der Ausdruck für den Krüm- 
mungshalbmesser gewinnt aber noch eine ziemliche Einfachheit; man findet: 


tang k 


a?V (la? — x?) aY (t+cosp*) v2 
— — = —1005-.—, 
a? — x cosp 2 
asınk 


1 
oder auch e= — wenn tangi = gesetzt wird. 


cos k 


Fünfzehnter Abschnitt. 


Umformung gegebener Ausdrücke in die Form Cosa + Sina; 
allgemeine Auflösung der cubischen Gleichungen. 


89. 

Das Rechnen mit Ausdrücken von der Form Cosa@ + Eina ist be- 
sonders bequem, wenn Multiplication, Division, Potenziren und Wurzel- 
ausziehen die vorgeschriebenen Operationen sind, und es gründet sich auf 
die nachfolgenden vier allgemeinen Formeln: 

(Sosa+ Eine) (Cosd Sind) = Cos(a +b) + Ein(a-+ 5), 
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Cosa+Gina __ 
Lem — Cos(@—b) + Sin(@—b), 


(Cosa Cosna Sinne, 
0) == Cos— Sin—, 


Will man von den vier Rechnungsweisen Nutzen ziehen, so mufls man im 
Stande sein, jeden vorgelegten Ausdruck unter die Form Cosk+ Ein k 


zu bringen. 
Ist etwa N eine mögliche Zahl, so setze man sogleich e =, d.h. 
man suche den Exponenten k nach der Formel: 
k = 
und hat dann auf der Stelle 


N = + Eink, 
= Eink. 


Man könnte auch, wenn auch nicht immer ganz so einfach, den Expo- 
nenten k finden nach der Formel: 


st 
N = tang (7 22h) 
nach welcher man zunächst die Größe /%k und hieraus dann %k findet, in 
Anwendung der Tabelle der Longitudinalzahlen. Wenn +/k nicht zu 


st 


wenig von — verschieden ist, so wird man nach dieser Formel noch 


>) 
schneller zum Ziele gelangen. 
Hat aber die Zahl N die Form: 


so setze man 


P= e.cos®? und = e*sin®, 
und hieraus findet man auf der Stelle: 
= 


Ist der Winkel © bereits gefunden, so findet man den Arcus oder Expo- 


nenten k nach der Formel: 


P 
k log ( -) oder k = log 
Wollte man 4 früher als @ berechnen, so hätte man nach folgender For- 


mel zu rechnen: ‚D2 2 
k = 
. . . 2 
deren Gebrauch nur dann vorzuziehen ist, wenn die Quadrate P* und £ 
sich bequem berechnen lassen. Sind aber die beiden Arcus k und 9 ge- 
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x 


funden, so hat man auf der Stelle: 


N = 


Diese und ähnliche Sätze sind aber unter veränderter Beziehung allgemein 
bekannt, und es lohnt daher die Mühe nicht, dabei länger zu verweilen. 
$. 90. 

Wichtige Dienste leisten die Potenzialfunetionen, und namentlich die 
hyperbolischen bei der Auflösung der ceubischen Gleichungen von der Form: 
mbe-+e, 
unter welche bekanntlich alle unreine cubische Gleichungen gebracht wer- 
den können. Es seien die drei Wurzeln der Gleichung x, x‘, x, und 
also e+x’+ x" =0. Nimmt man für eine derselben die folgende Form an: 
x 
um sie in der Gleichung x&’=bx--c zu substituren, so erhält man 

oder auch: 

und da auch: 


ist, so erhält man durch Identificirung die beiden Gleichungen: 


ud — = 


welche zur Findung der Werthe der beiden Grölsen v und 9 dienen: 
man hat nemlich: 


v=y(b) wd (539 = = 
39) 
k 


Setzt man also 3? d.h. so hat man: 
x y(%b).Cos}k, 


wenn man den Xrcus k berechnet nach der Formel: 


Ist nemlich k ein nach dieser Formel bestimmter Arcus, so leisten dersel- 
ben auch die k+ k+4ry—1; k+brV—l, ein 
Genüge. Man braucht aber nur die drei ersten Aruus k, y—1 
und k+-4ry—1, deren dritte Theile in den Formeln für x, x‘, x’ 
45 * 
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vorkommen, zu nehmen, weil die übrigen Arcus zu keinen neuen Wer- 
then von x führen. 


Der Ausdruck für die Wurzel x’ läfst sich aber noch einfacher dar- 
stellen, da und also Cos 
= (05 (+—3ry—1) ist. 


Die drei aufgestellten Formeln enthalten nun die vollständige Auf- 
lösung der eubischen Gleichungen unter allen Umständen, d.h. für alle 
Werthe der Zahlen 5 und c. 

$. 9. 

Im Gebrauche der angegebenen Formeln müssen aber mehrere Fälle 
wohl unterschieden werden, welche aus den besonderen Beschaffenheiten 
und dem Verhältnisse der in der Gleichung: 

=bxr-+c 
vorkommenden gegebenen Grölsen 5 und c erkannt werden. 


1. Wenn und e positiv sind und Gosk ist. 


In diesem Falle ist % möglich und es gelten die vorhin gefundenen 
Formeln unmittelbar. Will man sie aber entwickeln, dann ist 


= (053%. + 


oder auch, weil cos3#= und sn3r = ist: 

Man hat also: 
x y(&b)Cosik, 


— 


und zur Bestimmung von /k dient dann die Formel: 


J 4 — 
Cosk = 
Setzt man also \% für k, so hat man auch die Formeln: 
V(4b) 
cos!(Z0xk) ? 
V(zb) 


(48h). 
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2 bee b positiv, aber c negativ ist, und auch die absolute Grölse 


Fan >1 gefunden wird. 


Nun ist der Arcus k unmöglich, weil Cos% für ein mögliches k posi- 
tiv ist. Setzt man daher nun sogleich k+ry—1 für k, so hat man, weil 


= — ist, für die drei Wurzeln die Ausdrücke: 
= 


wenn der k nach der Formel 


E bestimmt wird. 
Die Ausdrücke für x’ 


und x können noch entwickelt werden, «da 


Cos + +4 Einik.y—3 ist, so hat man also 


— 


b 
= — 7 
und den Arcus k findet man nach der Formel 

ven‘ 
Will man zu eyklischen Functionen übergehen, so sind die Ausdrücke: 
4b 


cos/!ZXk ? 


— für cosk = 


PR 
x — 


— 


3. Wenn 5 negativ ist, so setze man sogleich k+ 3 ray —1 für / 
denn es ist bekanntlich Cos(k = 


2 


und man erhält dann: 
X v(—40).©inzk, 
= — für = 
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Geht man zu ceyklischen Functionen über, so hat man: 


V—b 
2 cos/’4%k 


4. Wenn endlich zwar 5 positiv, aber Cosk FREIE 06 


ist 


dann setze man in sämmtlichen Formeln sogleich ky—1 für k, und 
man erhält: 
x —=2y($b).cos5h, 
= 
= y(4b).cs(!k—37) = — —vb.sinzk, 
und zur Bestimmung von %k dient dann die Formel cosk = 75° 
Diese letzten Formeln sind allgemein bekannt. (3) 


9. 

Um die auf die vorigen Formeln gegründete Rechnungsweise für 
den Fall des Gebrauches der Longitudinalzahlen zu veranschaulichen und 
um den Grad der Genauigkeit zu zeigen, welcher bei Anwendung der Ta- 
belle für diese Zahlen erreicht wird, legen wir uns als Aufgabe die Auf- 
lösung der eubischen Gleichung: 

vor, die aus den Wurzeln: — 178; 89 +57 und 89—57yY—1 ge- 
hililet ist. Die durch die Auflösung gefundenen Wurzeln können dann 
mit diesen Wurzeln verglichen werden. Man hat also: 
b= und ce= — 
Da nun Öb positiv und e negativ ist, so kommen von den Formeln des 
$. 91. entweder die des 2ten oder die des 4ten Falles in Anwendung. 
We Rechnung wendet briggische Logarithmen an. 
Man hat logydb = 2,156 0251 


logy 3 0,238 5606 
108 (4) = 1,91746455 (Z) = 5,752 3036 
log—zc = 5,997 4432 


Unterschied = 9,754 9504 — 10. 
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Da dieser Unterschied negativ ist, so gelten also die Formeln des 2ten 
Falles und nicht die des 4ten. Setzt man also: 
log cosk = 9,754 9504 — 10, 


som k 61° 24,97 (der neuen Kreis- Eintheilung). 
Aber 
8 (61° 48%) = 1,164 3790; Diff. 77,62, also für 24,97 ist die Dilferenz: 
690 == 27,62.24,97. 


Daher ist 1,164 4450; =0,35S 1493 und 
= 24° 22°%,71. 


logy (4b) = 2,215 4945 logyb 2,156 0251 
log cos! = 9,968 0745 — 10 log tang = 9,599 8497 — 10 
log (— x‘) = 2,250 4200 Summe = ET. 748 
und log 178 = 2,250 4200. und log 57 = 1,755 8748. 


= +89 +57 Y—1, 
+ 9 —57y—1. 


Noch ungleich kürzer würde die Rechnung gewesen sein, wenn 
2 
man log(— 3 c) — log Y() nicht = 0,2450496, sondern >0,575441382, 


oder gar > 2,5047395642 gefunden hätte, weil man im ersten Falle die 
Zahl 3%% nicht zu berechnen nöthig gehabt hätte in Anwendung der Ta- 
feln der Längezahlen, und weil man im zweiten Falle diese Tafeln gar 
nicht zu gebrauchen nöthig gehabt hütte. 


Wenn einmal die briggischen Logarithmen der hyperbolischen Co: 
finus, Sinus und Tangenten der Arcus k zwischen den Grenzen «= 0 und 
k=2 ebenfalls berechnet sind, wie sie vom Verfasser bereits für die 
Arcus berechnet sind, welche >? sind, so wird der Gebrauch der Tafeln 
der Längezahlen zwar nicht nutzlos werden, aber in vielen Füllen zu- 
rücktreten, weil in ihnen keine Vermittelung zwischen den hyperbolischen 
und cyklischen Functionen dann mehr nöthig ist. 


k k 
Zusatz. Man würde, wenn man ‚Ein; „statt x =v.(05z 


gesetzt hätte, zu denselben Resultaten, wie im $. 91. gelangt sein. Die 
Cardanische Formel ist somit überflüssig geworden. 
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Sechszehnter Abschnitt. 


Ausgedehnterer Gebrauch der Potenzial- Functionen 
in der Integralrechnung,. 


$. 82, 

Schon längst sind die eyklischen oder auch Kreis-Functionen in 
der Integralrechnung angewandt worden, um vermittelst derselben und der 
ihnen zugehörigen Arcus Integrale auszudrücken, deren Werthe man sonst 
aus ungeschlossenen Reihen berechnen mülste, 

Man pflegte jedoch bisher zu den Kreisfunetionen nur dann seine 
Zuflucht zu nehmen, wenn die Integrale in einer anderen Form imaginäre 
Ausdrücke enthielten, ein Umstand, welcher von den im vorgelegten Inte- 
grale vorkommenden bestündigen Gröfsen in der Regel herrührt. Man 
kann sich aber bei solchen Integralen auch der hyperbolischen Functionen 
mit grolsem Vortheil bedienen, wenn die Theorie derselben als gehörig 
entwickelt vorausgesetzt werden darf und man im Stande ist, die Werthe 
dieser Functionen augenblicklich zu bestimmen, falls man eine solche nu- 
merische Angabe nöthig hat. Man gewinnt dabei zugleich den nicht gering 
anzuschlagenden Vortheil, dafs man das Integral eines vorgelegten Differen- 
tiales mit unbestimmten Constanten nur in einer Form aufzustellen braucht, 
alle übrigen oder die verwandten Formen desselben aber so nahe liegen, 
dafs man selbst ohne alles Rechnen von der einen zu anderen übergehen 
kann und in vielen Fällen nur statt der durch deutsche Charactere be- 
zeichneten Potenzial - Funetionen die gleichlautenden, mit lateinischen Buch- 
staben oder Vorsylben bezeichneten und umgekehrt zu nehmen hat. 

Um diese Behauptungen zu rechtfertigen und den Sinn des Verfah- 
rens zu höherer Deutlichkeit zu bringen, wählen wir noch einige einfachere 
Aufgaben der Integralreehnung, welche besonders geeignet sind, den gleich- 
mälsigen Gebrauch der sämmtlichen Potenzialfunetionen zu erläutern, wo- 
bei von selbst klar wird, dafs die bisherige Beschränkung auf die cykli- 
schen Funetionen ein nachtheiliger, die Einheit des Verfahrens ohne hin- 
reichenden Grund störender und unnütze Weitläufigkeiten herbeiführender 
Gebrauch ist. Er wird unstreitig von selbst aufhören, sobald man mit 
hinlünglich ausgedehnten Tafeln ausgerüstet sein wird, welche zur Reali- 
sirung der Werthe der hyperbolischen Functionen dienen und welche da- 


| 
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her von dem Verfasser angefertigt wurden in einem Umfange, der nicht 
Vieles mehr zu wünschen übrig lassen wird, 


$. 94, 


Wählen wir zuerst das Integral y= 


kamntlich sehr oft gebraucht wird. Man gebe ihm sogleich die Form: 


welches be= 


AV 


oder auch 


x 


b--cx 
V(ac—b)? 


A 
(102) und es ist also (Sin=r), 


Setzt man nun: 


so findet man leicht y= Ir 


wenn wir in diesen Beispielen die dem Integrale noch beizugebende Con- 
stante unberücksichtigt lassen. Man giebt dem Ausdrucke ohne Weiteres 
die bequemere Form: 


y= für == Vac— 


Diese Formel giebt nun das gesuchte Integral unter allen Umständen, d.h. 
für alle Werthe der Zahlen ae, 2, e und x an; von ihm kann man ohne 
Mühe zu den verwandten Formen übergehen. 
$. 95. 
Wenn ce positiv und auch @c—5? positiv ist, dann wird man das 


Integral in der Form, in welcher es aufgestellt worden, anwenden oder 


etwa höchstens, %% für k setzend, dasselbe verwandeln in: 
A 
F 


b-+cx 
für tank = 
Wenn ce zwar positiv, aber «ce — negativ ist, dann wird man die 


vo —b?)' 


Form des Integrals verändern, indem man k + 7 v—1 für k setzt, wodurch 


man, wenn man im Ausdrucke für y die Constante + 5 v—1 fallen lüfst, 
und bemerkt, dafs &in 4 v— 1) ist, auf 
der Stelle erhält: 
y- für cok = 


Crelle's Journal d. M. VI. Bd. 4 46 


352 23. Gudermann, Theorie der Potenzial- Functionen. 


Zu demselben Resultate würde man auch gelangen in Anwendung der Formel 


ve da man das vorgelegte Integral auch unter 


diese Form bringen kann. 


Wenn endlich ec negativ ist, so wird man 7 ; für k setzen und 


k . 
erhalten y= Zu -, wo denn der Arcus % bestimmt we nach der Formel: 


b-+cx b+cx 
| d 4 —, 


Dafs hier der Arcus % nach zwei verschiedenen Formeln berechnet wer- 


cosk = 


den kann, beruhet auf dem Satze, dals sin (+) — cos’; und die bei- 


den Arcus sich um die Constante — von einander unterscheiden. 


Die beiden Formeln würden unmöglich sein, wenn b’—ac negativ, 
oder ac >b” wäre. Dieser Fall kann aber nicht eintreten; denn da 
möglich, also +2bx + positiv und daher 
nun negativ ist, so ist ac negativ, also 
auch ee—b’+(b-++cx)” negativ, und da (b-+cx)” positiv ist, so ist um 
so mehr negativ und also b’ >ac. 

Eben so kann man zeigen, dafs, wenn e positiv und @c—b? nega- 


tiv ist, die Function Gos or 5 1 und also k möglich sei. 


$. 96. 


Eine einfache und unmittelbare Folgerung aus dem Vorhergehen- 
den ist die Integration von: 


y=/7 0x 
V (a+Px) x))? 
worin &, ß, @ und Bi constante Größen sind. Vergleicht man das Pro- 


so hat man 
/ / 


und also ’—ac= (= eine positive Größe. Daher hat man 
k + Pe x 


Das Vorzeichen + kann so gewählt werden, dafs der Ausdruck für Gosk 
positiv wird. Der Nenner ist aber positiv, wenn «ß’>Pßa‘ oder 3 >75: 
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Nehmen wir also an, dafs wirklich 5 > 77 sei, so haben wir: 


— 


Hieraus findet man aber zur Bestimmung des Vrcus k die einfachere Formel: 


a' 
/ 
g V [2 J (BP) 
- 3 
Will man also zu eyklischen Functionen übergehen, so hat man 
a’ 
y= 7 für = . 
(PP +7 


In einem verwandten Falle ist das Produet %ß’ negativ und man geht zu 


. .. k .. 
ihm über, indem man 71 für / setzt, wodurch man auf der Stelle erhält: 


ce’ 

3) 


und diese Form des Integrals ist denn a bekannt. 


a k 
Die Intesrale n a 5 oehören zu einem Ge 
und 8 Ge- 


schlechte von Integralen, was bei Untersuchungen über die Kegelschnitte 
und die Bewegungen der himmlischen Körper in ihnen in Anwendung 
kommt. Man kann diese gebrochenen Functionen in ganze dadurch ver- 
wandeln, dafs man einen Arcus @ einführt, der von dem Xrus Ä so ab- 
hängt, wie es die folgende Gleichung ausdrückt: 

(Ii-+eGosk). = 1— 


Wird die Multiplication vollzogen, so erhält man: 


- ar 1-—e). — 


so hat man: 
45 * 
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2. 


1 
. Ein ); 


3 
2 


k f l+e 
I. Tanz = tung. 
Ist nun die unbestimmte willkürlich gewählte bestindige Zahl e positiv 
und < 1, so ist offenbar der Gleichung 5. gemüls Zang z > Tang > und 
also der Arcus kleiner als der Arcus 


Die Beziehungen zwischen ® und k können auch umgekehrt wer- 
den, und man hat dann 


_ 

6. = 
2; Sink.V (l—e?®) 


| 


(p 


2° 


10. Zang Zang . . 


98. 
Differentürt man die Gleichung 
—e 


log Tang}® = log + log 


so erhält man zuniüchst: 


__ 
und dann weiter: 
__ 
Hi ] iter d man hat also: 
ieraus zieht man weiter ım so: 


Die Integration giebt nun auf der Stelle die beiden Formeln: 


 V(l—e?)’ (L-te Cosk)? (1—e:)? 
wenn die Integrale für k=0 und also auch für ?=0 verschwinden sol- 
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len. Zur Berechnung des Arcus ® dient dann aber eine von den For- 


-meln 6., 7., 8., 9., 10. des $. 97. Diese Formeln geben aber für 9 


einen unmöglichen Arus, wenn e>1 ist. Die Unmöglichkeit füllt aber 


sogleich weg, wenn man nur nie j für @ setzt, und man erhält dann: 


Der Arcus 9 wird dann aber nach einer von den folgenden Formeln berechnet: 


= 
Eink.V (e?—1) 


e 


Cs (Ken) 


I — 
tangz® = zung . 
Man sieht hier, wie selbst die eyklischen Funetionen bei Rechnungen mit 


hyperbolischen Functionen nothwendig sind, ohne dafs die Longitudinal- 
zahlen dabei in Anwendung kommen, 


sn® = 


77 


Wenn endlich e=+1 ist, so versagen die bisherigen Formeln 
ebenfalls. Man hat aber 


k 2 
Ct. 
Setzt man aber Tung oder auch Cor =v, soist ; 
ferner ist — (1 — Tung =) und = — —1) 


Man hat also 


ok 


= —1fovw—1) v— So; 


ok 


d. h. 


— 
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$. 99. 

Den so eben mitgetheilten Formeln entsprechen eben so viele an- 
dere, die man aber aus ihnen sogleich erhält, wenn man nur kY—1 für 
k und zugleich @y—1 für 2 setzt. 

Man erhält für e<1: 


—es 
und zur Findung von ® aus / hat man: 


cosk-e k ( 1-+e ) 
ng. = ——], 


1—e 


Ferner hat man für e>1: 


ck 


(e!— 
Zur Berechnung des YArcus @ dient dann aber eine der genden Formeln: 

cosk te e+1 ) 
— = 

sin/ ‚Vle—1) > k 


. e—1 
I — — 


Wenn endlich e=+1 ist, so hat man: 


— tang- cot 
H co: k und 1 cosk 
tans no 


Diese Beispiele, welche man leicht bedeutend vermehren könnte, 
mögen hinreichen, und den Entschlufs herbeiführen, in den höheren 
Rechnungen sich der hyperbolischen Functionen eben so bedienen zu wol- 
len, wie man bisher die Kreisfunctionen allein angewandt hat, und diesen 
letztern also statt der früher üblichen logarithmischen Integrale die durch 
hyperbolische Funetionen ausgedrückten Integrale gegenüber zu stellen. 


| 
| 
| = 
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Anhang 


Erster Abschnitt. 


Umformung einer Reihe. 


Über die Reihe P=S[a hat der Ritter Herr Gaufs 
[el 
eine sehr lehrreiche Abhandlung geschrieben, ohne jedoch in derselben 
einer Umformung zu gedenken, welche sie gestattet und wodurch sie in 
eine Reihe von ähnlicher Form umgestaltet wird. Wird mit 0 die fol- 
sende Reihe bezeichnet: 


so ist zu beweisen, dals P=_ x Die Wichtickeit dieses Lehrsatzes 
liegt am Tage, denn die Formen der Reihen P und 9 sind sehr allgemein, 
da unter a, db, e und x beliebige Zahlen verstanden werden dürfen. Wir 
wollen hier die Reihe so umformen, dafs ihr allgemeines Glied mit dem 
allgemeinen Gliede der Reihe P zusammenfällt, und entwickeln daher die 
in 0 vorkommende Potenz (1-+x)’”° nach steigenden Potenzen von x, 
um in jedem Gliede die Entwickelung der ihm zugehörigen Potenz von 
1+x zu substituiren. Dadurch erhalten wir eine Reihe von der Form: 


1 2 3 & 
und es ist allgemein 


= S(—1)° [61 
[ec] 


Um Ausdruck bemerke man, dafs [6] — 


== und auch ;, ; ferner dals 


Le] [Le] 


@ r ß 
(—1) = (—1).—1), und (—1 [e—e| = [r—c—1|. 
| r 
| Werden diese Werthe ‚im Ausdrucke 9 BIENEN so erhält man offenbar: 


(1). [21 allr—c—1] cond.@+ß=n). 
Le] 
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Nun ist aber allgemein bekannt, dafs dem binomischen Lehrsatze für die 
Facultäten gemäls: 
v| = [v] [w] cond.(<&+ß=[r) 
r a’ pP’ 
sei, folglich hat man in Anwendung dieser Formel v=c—a und wv=r—c—1, 
und also v-w=r—a—1, oder: 


Da nun dieser Werth von g auch der Coöfficient von x’ in der Reihe P 
ist, so ist also die Reihe 9 in die Reihe P umgeformt worden. Man 
könnte oflenbar aus der Reihe P umgekehrt die Reihe O0 durch Umfor- 
mung herleiten. Dieser Beweis des von dem Verfasser gefundenen Theo- 
rems ist direet und kurz, aber sehr verschieden von der Herleitung, wo- 
durch der Verfasser das Theorem gefunden hat, 


$. 101. 
Um eine Idee von der Wichtigkeit des Theorems zu geben, mögen 
ein paar Folgerungen aus demselben hier einen Platz finden. Zuvor wol- 
len wir jedoch die Reihe P bezeichnen mit Fa, b, c, x), dann ist die Reihe 


0O=(1+x).F (c—a, und also 
= (1+x).F a,b,c, 


Setzen wir «@+v für c, so haben wir also auch: 
Fa, b,a+2,2) = 2), 


wenn zur Abkürzung auch noch x gesetzt wird für In Anwen- 


dung desselben Lehrsatzes hat man aber auch: 
und es ist also: 


1 
Nun ist aber s=-— „ also und 
folglich hat man: 
F(a,0,a+v,x) = +v—b,v,e+v,r), 
Wird nun DJ—v=n gesetzt, oder b6=n-+v, so hat man: 
Fla,n+tv,a+v, 
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Dieser sehr allgemeine Ausdruck für die Potenz (1 +2)”, deren Exponent 
n eine beliebige Zahl sein darf, enthält zwei Gröfsen a und v, welche 
nach Belieben bestimmt werden dürfen, und ist von Euler bewiesen wor- 
den. Derselbe hat seiner Herleitung, welche etwas weitläufig und nicht 
wohl zu übersehen ist, eine Abhandlung gewidmet, worin er zum Schlusse 
aus dieser Formel Approximationswerthe einiger Funstionen, als log(1+ x) 
und e“, herleitet. Hier erscheint diese Formel nur als eine unmittelbare 
Folgerung aus dem vorigen allgemeinen Theorem. 


$. 102. 
b 
Danach $. 100. die Reihe F(a, b,c, ‚F(e—a,b,c,:) 
ist, so setze man =—-; ae=—1l1,b=—1 und s=—x’, und es 
ist dann 


und man findet überhaupt: 


Setzt man weiter . B. d=?2 und v—d=w, so hat man: 


Setzen wir nun noch vw» = 1, so ist die Reihe auf der linken Seite 


— (FR), und man hat also: 


108 / Yır = S(—1) = 


Tang At, (Tangk. Gink“r,Cosk, und man 


1,—2] 


Setzt man aber Tannk=xr, so ist 1— 


*) Die Herleitung dieser speciellen Formel macht hauptsächlich den Inhalt eines 
vom Herrn Prof. Dr. Grunert verfafsten Gymnasial-Programmes vom Jahre 1826 
aus; der von ihm gewählte Gang ist aber mühselig. 


Crelle's Josenal d. M. VI. Bd. 4. 47 
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Wird Ay—1 für %k gesetzt, so hat man noch die folgende Reihe 


k == 008 k . 1)" sin 
[1,—?2] 
Die ersten Glieder dieser beiden Reihen sind nun die folgenden: 


2.4.6 sink” 
k= cosk. (sin 
1 
Wenn man in der Reihe für log sy(C ee 
setzt, so kann man den zweiten T Bei allein umformen, indem man 
w=?2n-+1 setzt, und hat dann 
3 5 2n-ı ’ 9a x? \-h 
Diese Reihe kann ebenfalls leicht auf cyklische Functionen übertragen 
werden. Man kann überhaupt aus dem im $. 100. bewiesenen Lehrsatze 
noch sehr viele andere interessante Folgerungen ziehen. 


erste Glieder unverändert 


Zweiter Abschnitt. 


Der polynomische Lehrsatz ohne die Voraussetzung des 
binomischen und ohne die Hüulfe der höheren Rechnung. 


$. 103. 


« 
Werden die beiden Reihen Sex“ und Sc.x? multiplieirt, so erhält 


das Product die Form der Reihe SAx“ und der Coöfhcient des allgemei- 
nen Gliedes in ihr ist: 

Ai cond. «+ß=r). 
Multiplieirt man auf beiden Seiten mit r = . ‚ so hat man 


aß 


und die Bedingungsgleichung für & und ß ist die vorige. Also ist auch, 

wenn mit x” multiplieirt, dann r als veränderlich betrachtet und etwa Y 


für r gesetzt 
Sy. = Sa.a. + Sßea. 


Nun ist weiter 
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a aß a aß 
= SPß.acx’ und (Sa.ax)(Sca’) = Sa.ucz, 
wenn die Bedingungsgleichung &+ß=Y für die Ausdrücke auf der rech- 

ten Seite beibehalten wird; also hat man: 


Sy.Aai (Sß.cx’)(Sax) + (Sa.ax)(Sc ah), 


und da S4sxr=(Sax“)(Scx") ist, so erhält man, wenn Gleiches durch 
Gleiches dividirt wird: 
a 
Scar Sax“ 


r . . 7 . 
Werden also die Reihen Sax’, Scx’, $SAx’ bezeichnet mit p, 9, P und 
die Reihen Saax“, Sex’, Sy-fa mit p‘, 9‘, P‘, so entsteht die Reihe 
p' eben so aus >, wie 9 aus g und wie P’ aus P, und man hat: 


aufserdem ist P= 
p und aulserdem ıst =pP.M 


Sind mehrere Reihen p, 9, r, s etc., deren Product =P sein mag, mit 
gleichem Fortschritte der Potenzen von x gegeben, so ist eben so: 


p’ q r' 


\venn also die Reihen p, 9, r, s etc., deren Anzahl = sein mag, gleich 


sind, so hat man: p' p' 
P=z?" wd 
p 
a 
d.h. wenn Sax” ist, so ist: 
a 
Sau x“ 
5Ax“ 54x“ 
$. 104. 
Um num zu Potenzen mit gebrochenen Exponenten überzugehen, 


m 


[04 
setzen wir (Sax) —=S4Ax°, wobei der Kürze wegen der Beweis über- 


a 
sangen wird, dafs $ 4x“ die Form der Entwickelung habe. Es muls also 
a a [7 
sein, und wenn wir (Sax) setzen, so ist 


[04 
also auch ($SAx")" =Scx. Da weiter m und r nach der Annahme po- 
sitive ganze Zahlen sind, so ist nach $. 103. 


d [44 
Sacx“ Saca“ Sad x® 
ze md = —. 


[#4 
Sc x" Sax“ Sca" x“ 


47* 
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[64 [04 
Sa dx“ m Saux“ 
Daher ist ollenbar —- er und die am Schlusse des $. 103. 
5Ax“ Sax“ 
gefundene Formel gilt also auch für gebrochene positive Exponenten —. 


nl 
Stellt man sich weiter unter 2 eine positive ganze oder auch ge- 


brochene Zahl, unter —r also eine solche, aber negative Zahl vor, und 
setzen wir « 
Sax)" = $SAx°, 
[04 164 104 n a 
so soll also (SA x“). (Sax) sein. Wird aber Sc x“ gesetzt 
so ist nach dem Vorigen, weil hier der Exponent z positiv ist: 


[#4 [54 
Sacx“ Saax“ 
—N. & 


Das Product (SAX) (Sca“) muß =1, d.h. = sein, wenn in die- 

ser Reihe k=1, k=0, k=0, k=0 etc. ist. Es ist also nach $. 103. 

Saca“ Saka“ 


4 
SA x“ Scx“ Ska“ 


weil im Zähler des Ausdrucks auch das Glied 0.0 =0 und der Nen- 
ner = 1 ist. Wird aber mit der Gleichung 


[04 104 [0 
Sacı“ Saax Sacx* SaAx“ 
— — = n.—— die Gleichung — 

Scx“ Scx* SAx“ 


verbunden, so erhält man: 
104 [94 
SaAa“ Saax“® 
= 
Sax“ 


und die Formel am Schlusse des $. 103. gilt also auch für negative Ex- 
ponenten; sie ist mithin allgemein. Die Gedrängtheit des Raumes gestat- 
tet es nicht, auf Exponenten von der Form @+öy’—1 hier einzugehen. 
In einem von dem Verfasser gelieferten Schulprogramme vom Jahre 1825, 


woraus Gegenwärtiges ein Auszug Ist, ist auch von solchen Exponenten 


gehandelt worden. Wenn also 2 eine beliebige Zahl ist, so findet zwi- 


[54 [74 
schen den Coöffieienten in den durch die Gleichung (Sax) 4x“ ver- 
bundenen Reihen die folgende einfache Beziehung Statt: 


[04 [94 
Sa Ax“ Saax® 


[04 


dx“ 
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$&. 105. 
[74 
Schafft man ın der Gleichung die Nenner weg, 
sAx 


so giebt die Multiplication auf jeder Seite eine Reihe, und werden die beiden 
Reihen identificirt, so erhält man 1.die noch einfachere und allgemeine Formel: 
von welcher im $. 87. Anwendung gemacht wurde. Für das Binomial- 
theorem leitet man hieraus die Recursionsformel für die Berechnung der 
her. Wird nemlich: 
(Al +2) — 
3 . 
gesetzt, so hat man a — 1, 1, 0, a=0, a=0 und die 
vorige Formel ist nun: 


oder einfacher: r 


. 1 2 [6] 
Vermöge dieser einfachen Formel findet mn A=n4; A= La) A; 


| A etc., und allgemein: = [a1 A. Man findet aber leicht 1 


r’ 


als für jeden Exponenten richtig bewi iesen. Man könnte nun, nachdem 
die Newtonsche Formel in dieser Allgemeinheit bewiesen ist, dieselbe 
benutzen, wie gewöhnlich geschieht, um auch die Formel für die inde- 
pendente Berechnung der Polynomial- Coöffieienten 4, 4, A, etc. herzu- 
leiten aus der gelundenen und allgemein gültigen Recursionsformel: 


4 +1) — A\ 


anderweitig, und so ist 


r.a 
Wir aber werden auch die gesuchte Formel unabhängig von dem Bino- 


mialtheorem ableiten und die Reeursionsformel dabei zum Grunde legen. 
Hätte in dieser nicht jedes Glied einen ihm eigenthümlichen Factor, oder 
hätte dieselbe die viel einfachere Gestalt: 


cond.(a+-P =r), 
so wurde man sie durch d 4 div Ken; sie wire dann: 


-3 


A 


| 
[| 

3 
| | 

A 

= 
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und hätte die grölste Ahnlichkeit mit einer bekannten combinatorischen 


Beziehung unter Inbegrillen sogenannter Variationsformen, die ohne Unter- 
z ı 2 3 
schied des Grades zu gewissen Summen aus den Elementen a, a, a, etc. 


oder ihren Repräsentanten (1, 2, 3, etc.) gebildet sind. Diese combinato- 
rische Formel ist: 
I 2 

und es bezeichnet dann z. B. "7 einen Inbegriff solcher Variationsformen, 
und zwar aller, welche aus den Elementen (1, 2, 3,....7r) zur Summe r 
gebildet werden können, (Dieselbe Formel findet man in des Hrn. Hofrath 
Thibaut „Grundrils der allgemeinen Arithmetik (pag. 140.)” mit umstünd- 
licher Belehrung über ihre Bedeutung und ihre Brauchbarkeit.) Aus dieser 
Übereinstimmung würde man schliefsen: 


4 r 
A 
ı 2 3 r 
und es bezeichnet dann einen aus den Elementen a, a, .... ge- 
bildeten Inbegril! von Combinationsformen zur Summe r (unter unbeding- 
ter Wiederholbarkeit der Elemente); jede Combinationsform wird ange- 
sehen als ein Produet ihrer Elemente und hat zum Co@fhieienten die ihr 


zukommende Permutationszalil. 


$. 106. 
Aber, ungeachtet die Recursionsformel nicht die genannte Einfach- 
heit hat, wird dennoch der Quotient — eben so aus den Elementen «, 


2 3 


Gy gebildet sein, wie der "7 aus denselben Elementen, 

nur wird jede zur Summe 7 gebildete Variationsform einen Coefhicienten 

erhalten müssen, welcher ein Produet so vieler Factoren ist, als die Form 

Elemente hat, weil ein zur Form hinzukommendes Element der Recur- 

n(@+1)— 


ra 


welcher aber 


sionsformel gemüls allemal einen solchen Factor 


ein veränderlicher ist, mitbringt. Man könnte, nachdem alle Formen des 
Inbegrifles 7 gebildet wären, für jede Form das ihr zukommende Pro- 
duct von Faetoren als ihren Coäffieienten berechnen; noch mehr, da es 
unter den Variationsformen mehrere giebt, welche, weil sie Permutations- 
formen einer Combinationsform sind, dieselben Elemente enthalten, so 
könnte man die ihnen zukommenden Cocfücienten addiren, und die ge 


- 
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fundene Summe der genannten Combinationsform zum Co@fhicienten ge- 
ben. Eine solche Combinationsform des Grades 3 und zur Summe r ge- 


@+1 
bildet, enthalte das Element «a in = Stellen, und die ihr zugehörige Per- 
mutationszahl - NV, so wird es unter den /Y/ Permutationsformen eine 


«+ı 


Menge von N. 5 Formen geben, welche das Element @ an der Spitze füh- 


ren und also mit diesem Elemente zugleich der Recursionsiormel gemäls 


den Factor erhalten. Der Co£fficient wegen des einen Kle- 
a+ı 
mentes @ auf der Sten Stelle wird also = und da 
r.a 


und nach jedes andere Element der Combinationsform diese Stelle beim 
Permutiren gleichfalls besetzt, so bekommt also die Form wegen dieser 
einen Stelle eine Summe von ÜCoeffieienten, die man aus dem so eben auf- 
gestellten allgemeinen dadurch erhält, dafs man, $ als constant betrachtet, 
für @, 2 und = alle zusammengehörige Werthe setzt, welche den folgen- 
den drei Bedingungsgleichungen Genüge leisten: 
ae+ßP=r—1. 

Die Combinationsform erhält also aufser ihrer Permutationszahl V wegen 
ihrer Sten Stelle den Coöffieienten : 


( \ — 
r.a ra’ 


Die Summe +1)” ist bekannt und =jr, und da + =rr, 


so ist Se und also Srß=r$—r. Es 
ist also die gesuchte Summe: r _ 
rau rad 
Der Factor r im Nenner hebt sich also, worauf sehr viel ankommt, 
gegen r im Zähler, wodurch die Summe . von ihr unabhängig 


wird; diese Summe hängt also lediglich von der Stelle in der Form ab; 
er ist also der allgemeine Factor der Factoren eines Produetes, welches 
die Combinationsform aufser ihrer Permutationszahl /V zum Coöffieienten 
vor sich nimmt. Man erhält diese Factoren, indem man für $ der Reihe nach 
die Werthe (1,23, 3,4,....%) setzt, und es ist demnach vor Coeffheient: 
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Denselben Coeffieienten erhält aber jede mit ihrer Permutationszahl ver- 
schene Combinationsiorm vom $ten Grade, d. h. dieser Coöffieient ist der 
ganzen Classe dieser Formen gemeinschaftlich und ändert sich nur für die 
übrigen Classen der zur Summe r gebildeten Formen; es ist also: 


= 3 
\a 


in welchem Ausdrucke sich das Summenzeichen $ blofs auf die Veriinder- 

lichkeit von 9 bezieht, wofür alle Werthe $=(1,2,3,....r) gesetzt wer- 
o 

den müssen. Der CGoeffieient £ mufs vor der recurrirenden Berechnung 


bekannt sein, er kann aus der Recursionsformel nicht gefunden werden, 
o 
Man findet aber 4= und hat also: 


= S[n]. (a) 


Diese Formel ist allgemein bekannt, wie auch alles Übrige, was noch über 
das Polynomialtheorem vorzubringen wäre. (Man findet dieselbe Formel in 
des Hrn. Hofrath Thibaut „Grundrifs der allgemeinen Arithmetik p. 200.”) 


$. 107. 
Aus der in $. 104. bewiesenen Formel leitet man leicht eine noch 
allgemeinere her. Man habe nemlich von einem Polynome P bereits die 
Potenzen mit den Exponenten f, g, und f-+g entwickelt, und es sei: 


Da nun aber Pfr = (Pf) ) ist, so hat man nach $. 104, offenbar: 
I 


Aufserdem hat man noch die folgende identische zweite Gleichung: 


Multiplieiren wir die erste Gleiehung mit 9 und die zweite mit p, so er- 
hält man: 


2 


Setzt man nun für Sol f+g).x“ das Product aus Sol f).x“ und 
S © (g). x“, so hat man nach Fortschaffung der Nenner, wenn die beiden 
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Reihen auf den beiden Seiten des Gleichheitszeichens identifhcirt werden, 
folgende Beziehung unter den Polynomial- Coeffcienten: 


1), 
welche sehr fruchtbar an Folgerungen ist. Über dieselben sehe man die 
Analysis von Herrn Schweins, worin ebenfalls ein Beweis des Polyno- 
mialtheorems ohne die Voraussetzung des Binomialtheorems versucht wor- 


den ist. Der von Klügel geführte Beweis ist ungenügend. Unter die- 
sen Folgerungen zeichnen wir hier die allgemeinste aus: 


wozu die Bedingungsgleichung &+ß=r gehört. Man hat nur einen be- 
sondern Fall dieser Formel nöthig, um zu beweisen, dafs wenn gesetzt wird: 


a 
== Soll). art”, 
durch Umkehrung gefunden wird die folgende Reihe: 


1 Ss 1 ( q 
log.x (+7) + («+ 1)y p (& -+ 1)) 


Diese sehr bekannten Reihen sind nur deswegen hierher gesetzt worden, 
weil später davon Gebrauch gemacht werden wird. 


$. 108. 
Wenn die Coeffheienten O1, 91, etc. als Elemente einer 
Scale p = a, a, a, a, etc. gegeben sind, so wird ein Polynomial- oöffieient 
On lediglich aus den Elementen dieser Scale berechnet, und jedes Lehr- 
buch der Analysis giebt dazu Jie auf die Formeln $. 105. und $. 106. ve- 
sründete nähere Anweisung. Ist daher allgemein 91 für jede ganze Zahl r, 


r 
welche nicht grölser als r zu sein braucht, bekannt: @1l=a, so können 


die Coefhicienten On, On, On, On, bis einschliefslich berechnet 


2 98 
werden. Man nehme nun eine andere Scale 9 = (a,a,a,....) an, 


welche von der vorigen p nur darin verschieden ist, dafs das erste Glied « 


der Scale > in g fehlt, und wird in ähnlicher Art gesetzt Yi=a, Vl= a, 


so können die Coeffieienten un, un, etc. 
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ebenfalls aus den Elementen der Scale 9 berechnet werden. Diese 
Gocfhicienten treten dadurch in Zusammenhang mit den Coöfficienten 


2 
On, On, On, etc. und über diesen Zusammenhang bleibt noch Einiges zu 
sagen übrig. 


Setzt man die Reihe P=Sax und 

[7 n [77 


und aufßserdem st P= «+0. In Anwendung des Binomialtheorems hat 


man nun oflenbar: 


@ o 
— S[n].ar«, x, 


x 


Da nun aber ist, wenn das Summezeichen 5 hier bloß 
auf die Veränderlichkeit von ß geht, so erhält man, wenn diese Reihe 
und auch für P" die Reihe substituirt wird, durch Identifeirung der bei- 
den entstehenden Reihen die folgende Formel, welche aber mit der in 


$. 106. gefundenen im Grunde dieselbe ist. 
[74 


ß 
l. S[n]|.a“ cond. (a +B=r). 


Man kann diese Formel umkehren, so daß die Co“fhicienten Y% durch die 
Coeiielenten D ausgedrückt werden. Man gelangt aber einfacher zum Ziele, 


wenn man bedenkt, dafs —P—a und also 0" — — 1)" S(— 1° [m | 


ist. Werden für 0” und P* die Reihen substituirt, so erhält man: 


pP’ 
Dieser Ausdruck ist jedoch nur dann zu gebrauchen, wenn rn eine posi- 
tive ganze Zahl ist. Aber dieser Ausdruck für Yx& kann in der Formel (1.) 


substituirt werden, und man erhält dadurch: 


2 
’ 


(r-P) 
Dieser Ausdruck wird einfacher vorgestellt unter 


r r 
On SA.a"Q0 cond. (A+d=r), 
und man hat dann: 


m 


1)’ cond.(B+Y =m). 


Dieser Ausdruck gestattet aber noch eine bedeutende Zusammenziehung, 
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r-m 


Es ist nemlich [| In] und eben so ist r— m + Y) = 


(r— m)’ 5 — m +y], also hat man: 


r—-ın Y 
[nn] [r—r+m] cond. (?-+y == m). 
(r-m)’ 
. ® m m 
Nun ist weiter = (—1) — = (—1) [—1 also hat man 
A=(—1)" In | m 1, und in Anwendung des binomi- 
(r-m) 
schen Lehrsatzes für die Facultäten hat man nun oflenbar: 
4 m 1 
= =D" In]. 
(r-m)’ G-my’m’ +ın" 
Wird dieser Ausdruck substituirt, so erhält man 
r 
On = S(—1)! —.00 
2 Ö 
Wird endlich noch bemerkt, a = »=Irl=![r| ist, so hat man auch: 
2 
r 1 o r 
3. On S(—N’[r].[r |. 


r+ı 
Die im Ausdrucke vorkommende Facultät [z | ist immer durch 2 — 3 theil- 
bar und ist darum nicht abgesondert worden, obgleich sie ein für alle 
Glieder gleicher Factor ist. 


r 


Die Berechnung der Coefßeienten © r ist dureh diese Formel auf 
die Berechnung eben solcher Coöflieienten, aber mit Potenzen-Exponenten J, 
welche positive ganze Zahlen sind, zurüc kgeführt. 

Weiter unten wird eine ähnliche Formel in ungleich gröfserer All- 
gemeinheit hergeleitet werden. 


Dritter Abschnitt. 
Potenzen einiger Reihen. 
109. 
Für die Beziehungen unter den Potenzial- Functionen und ihren 
Arcus sind einige Reihen angegeben worden, welche mit noch anderen 
Reihen unter folgender allgemeiner Form enthalten sind: 


P=S d] 
fe, 


| | 
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deren Potenzen sich im Allgemeinen leichter berechnen lassen, als die Po- 
tenzen aller anderen Reihen, welche nicht unter diese Form fallen. 


Setzen wir nun P=SPn. x, und aso P= s® 1.x°, so ist 
allsemein 4 
91 = [e,d]:[e, Ah], 
und nach $. 107. ist weiter 


S(vtaw)Q1. On cond. («+ß=r), 


oder auch 
7 On cond.(@+ß=r—1). 
Wird nun v+w=ec und w= —h, also v=c-+h gesetzt, so hat man 
ollenbar: 
[a,d] / Den 


Da aber auch nach $. 107.: 


v-+ +1) = S(v+ On cond.. «+ß=r—1) 


ist, so setze man v—=a und w=—-d, wodurch man die folgende zweite 


Gleichung erhält: 


n+ [e, d ] 


Durch Verbindung dieser beiden Gleichungen erhält man also die folgende 


einfachere: 


auf welche eine recurrirende Berechnung der Polynomislooäffcienten in 
den Reihen für die Potenzen von P gegründet werden kann. 
$. 110. 
Um den Gebrauch dieser Formel an einem nicht wnwichtigen Bei- 
spiele zu zeigen, legen wir uns die Aufgabe der Umkehrung der Reihe 


em wo e die Basis des natürlichen Logarithmensystems bedeutet, 
vor. Da das Anfangsglied der Reihe =1 ist und kein x enthält, so muls 
es auf die andere Seite des = ge ‚werden, und man hat also die 
Potenzen der Reihe P= e*—1 = $S——-—; zu dem Ende zu entwickeln. 
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Diese Reihe fällt wirklich unter die Form der Reihe P im $. 109., für 
r r+ı 

d=0, a=1, A=—1 und e=2; denn es ist [, —1]= [1,—1|=(r +1). 

Man hat also: 


Man schliefst aus dieser Formel, dafs allgemein On den Factor Frese „= 


[n] enthalten werde. Setzt man daher sogleich: 


[2].p9r für On, so hat man: 

(—1)" = 
und die gefundene Recursionsformel geht, wenn jene Substitution gleich- 
mälsig durchgeführt wird, über in: 


On— O(n—1) +n.on. 


Nun ist aber, wie schon im $. 85. Se ist, "+ f= nf +n. af, ‚ und 


wenn —n für n gesetzt wird: f— + (—n).”"f, oder auch 


und da diese Recursionsformel mit der für On ganz zusammenfällt, auch 
die Gleichheit der ersten nach diesen Formeln zu berechnenden Gröfsen 


r 
nachgewiesen werden kann, so hat man allgemein: Pr= "f, und es 


ist demnach: 
= S[n].”f.x"*. 


wie in $. 85. ebenfalls behauptet wurde. Da ee —1= (osx —1-+ 
so hat man also auch: 

8. (2€in 2) =e* arte, 
In Anwendung der im $. 107. zur Umkehrung dienenden ER For- 


P—m—a). (e— und da 


mel hat man also: 
[2] also @— m—r)=[—m und daher m—r) 
—= (—1).[m].”+f ist, so hat man: 
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Setzt man so ist und log(1 +3), also hat 


log =S(—1) [m und für hat man log(1-+ z) 


= Wie allgemein bekannt ist. Es fällt die Reihe für 
+ 

log (1-7 x) ebentalls unter die Form der Reihe für P im $. 109., und man 

hätte also die Potenzen dieser Reihe in ähnlicher Art entwickein können, 


wie die Potenzen der Jieihe für ce‘ 


111. 
x 
Eine andere Folgerung ist die Entwickelung von e“ in eine nach 
Potenzen von x fortgehende Reihe. Es ist nemlich: 


Wird daher =Y gesetzt, und bemerkt, dafs der Coöfficient | = 
ist, so hat man: e f).5 
2 wer 


eine Keihe, deren Fortgang also einem ziemlich einfachen Gesetze unter- 
worfen ist, und deren erste Glieder sind: 


Wenn im Ausdrucke für (? Ein der Formel (2.) für die Exponential- 


orölse e ° substituirt wird eine Reihe, so giebt die wirkliche Multipliea- 
tion eine nach Potenzen von x fertgehende Reihe für (2 Ein 2). Setzt 
man zuvor 2a für x, so hat man ofienbar auch: 

(Sine) = ex, S[n]. 
Man kann diese Reihe unter (Sin) = 8a .x”t° vorstellen, und hat daun 


allgemein 


a S(—1) In]. cond.(&+Pß=r). 


Dieser Ausdruck zernichtet sich jedesmal, wenn r eine ungerade Zahl be- 
zeichnet, und hat auch noch andere, zum Theil lästige Eigenschaften, 


-q a 
welche darin bestehen, dafs man die Werthe von [r ] .””f für solche Werthe 
von 7, welche negative oder auch gebrochene Zahlen sind, nicht eben so 
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einfach berechnen kann, als wenn 2 eine positive ganze Zahl ist. Schon 
für = —1 tritt diese größsere Schwierigkeit ein. 
$. 112. 
Man könnte auf den Gedanken kommen, die höheren Di’ferential- 
verhältnisse der Potenz y=(Sinx) zu entwickeln, um dann die Taylor- | 
sche Reihe anzuwenden. Diese Verhältnisse findet man auch leicht, Es 


ist nemlich — n(n—1) Sina" ©inx”, und man findet überhaupt: 


(8) Ä 


n C. n-2P-2 
1 


In diesen Ausdrücken, welche olfenbar nicht sehr zusammengesetzt sind, 


bezeichnet allsemein das en C eine aus den Elementen der Seaie 


bei Wiederholbarkeit der: ebildete Uombinations- 
classe des Grades. In die ser ke nat man sogieich: 


(Eine + = Eine’ +52. 


Aber dieser Ausdruck versagt, wenn x 0 gesetzt wird. Anders verhält 


cic. 


es sich mit dem ähnlichen Ausdrucke für (Kos (@+&x))}; setzt man 


> n 
nemlich y= , so man 
2? 


S(—1)"[n . Einx 
P) 


Man erhält diese beiden letzten Ausdrücke aus den beiden vorigen, indem 


man nur c+Z v—1für x setzt, und die U nmöglichkeit wieder fallen 
läfst. Wenn man weiter in den beiden leizten Formeln 2—= —1 und 
ay—1 für x setzt, so erhält man die im $. 68. angegebenen Ausdrücke. 
Wird in den beiden letzten Ausdrücken z=0 gesetzt, so füllt nur der 


zweite weg, aber der erste bleibt. 
ist, die Entwickelung von 1)” auf die Entwickelung von -+ 1)” 
in eine nach Potenzen von x fortgehende Reihe zurückgebracht werden kann. 
| Auf diese Weise hat man zwei Formeln zur independenten Berechnung der 


unbekannten Coefficienten gefunden, welche allgemein bekannt sind, 


Schliefslich mag noch bemerkt werden, daß, da — 
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Vierter Abschnitt. 


Bemerkenswerther Ausdruck für Combinationsclassen, die 
bei unbedingter Wiederholbarkeit gebildet sind. 


Eine sehr allgemeine Entwickelungsmethode für p(+:). 


$. 113. 

‚ Wählt man in einer Scale (2)= (a, a, a, .... a), welche oflen- 
bar (2 + 1) Elemente von willkürlicher Gröfse begreift, willkürlich eines, 
um die übrigen Elemente einzeln von ihm zu subtrahiren und eine Potenz 
mit unveränderlichem Exponenten, die aus jenem einen Elemente gebildet 
ist, durch das Product der erhaltenen Differenzen zu dividiren, so können 
soleher Quotienten so viele gebildet werden, als Elemente vorhanden sind, 
und die Summe dieser Quotienten ist dann ein Ausdruck, welcher mit 
einer aus den Elementen der Scale (2) bei unbedingter Wiederholbarkeit 
gebildeten Combinationsclasse gleichgeltend ist, aber unter gewissen Un- 
stünden auch =1 und auch =0 sein kann, 


ı 
Unter verstehe man allgemein das Product («—«)(a—a)... 


a+ı [7 n 
0) Q@)....(@a—0), so ist der eben beschriebene Ausdruck : 


1 2 a n 
a” a” a” a” 


2 


und es versteht sich von selbst, dals unter den Elementen @, a, a, 2... @ 
keine zwei gleiche vorkommen dürfen, weil sonst wenigstens zwei von 
den Nennern % Null sein würden. 


Kiime noch ein Element @ zu den Elementen der Scale (2), so 
hätte man den ähnlichen Ausdruck: 


a n n+1 
m m m a” a m 
Da aber YIr+l)=(a—e).Yr ist, wenn «<{r-+1 ist, so hat man 


U __ a—a 

CH 

un 
und wenn dieser Werth im ersten Ausdrucke gleichmälsig substituiert wird, 
so erhält man: 


a 
artı artı artı 


(n-+1) v(n+1) (n-1) v(n+1) 
Der obere Theil des Ausdruckes von @(m,n) ist offenbar 
n-+ı 
= +1) — 
(a1) 
und der untere mit — «@ multiplieirte Theil ist 
n+ı 
= ’ 
v(n--1) 


also hat man: +1 
+1,n +1) = 


und schon aus dieser Formel würde man schlielsen können, dafs allge- 


m-—n 
mein O(m,n)=(Ü sei, wenn unter C eine aus den (2 +1) Elementen der 
(n) 


Scale (rn) bei unbedingter Wiederholbarkeit gebildete Combinationsclasse 
des (m—.n)ten Grades verstanden wird, 


$. 114. 
Um aber den Schlufls hier evidenter zu machen, leiten wir aus der 
gelundenen Formel eine andere her. Es bezeichne @,(m,n) dasselbe, wie 
P(m,n), nur mit dem Unterschiede, dals @,(m,n) aus den übrigen Ele- 


menten der Scale (z) gebildet sei, welche bleiben, wenn das Element « 
zuvor aus ihr weggelassen ist, und eben so bezeichne ®,(rr, 2) einen Aus- 
druck, welcher aus den Elementen der Scale (2) gebildet ist, wenn das 

© 
Element @ zuvor aus ihr weggelassen ist. In Anwendung dieser Bezeich- 
nung hat man nach $. 115.: 


[04 
= und 
€ 
G(m,n) — + a.@(m—1,n). 
Sind num & und e verschieden von einander (jede ist nicht > 7), so findet 
man durch Subtraction: i 
- 
(e—u) Oim--I,n), 
und wenn m-+-1 für m gesetzt wird, so hat man: 


(m, n) 
N ım \ dt 


104 € 
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Eine ähnliche Formel betrifft Combinationsclassen, welche bei unbeding- 
ter Wiederholbarkeit aus deu Elementen gewisser Scalen gebildet sind. 


& 
Wird nemlich unter (2,«&) die Scale 2, wenn das Element @ aus ihr ge- 
stolsen ist, verstanden und unter (z,e) die Scale 2 nach Wegwerfung des 


€ 
klementes «@ aus ihr, so hat man bekamntlich: 


r+ı r+ı r r+ı r+ı r 
(n) (n, «) (r) (n) (n,e) (n) 
und also auch: 
r+ı r+1 
(me) (n, «) 
a—a 
o I o I 
un ist aber nach $. . offenbar + 

m-ı 6 3 o 1 ı 1 . 
a", a ta... und wird diese 
(1) 1 

aus 7» Gliedern bestehende Reihe summirt, so hat man ebenfalls ——— 

a—a 


zur Summe, und es ist also zunächst: @(m,1) =, welches der obigen 
(1) 


Behauptung im $. 113. gemäßs ist, Und nun dienen die Formeln (1. und 2.) 


zur Fortsetzung des Beweises. Da nemlich die Scalen (2, 2) und (2,1) 
> ‘ o 
ebenfalls nur zwei Elemente und also nicht mehr als die Scale (1) =«,« 


m-i 


enthalten, so hat man, weil (m, 1)= ( ist, 
(1) 


m-ı 
auch C und (m, Y)=C. 
(2,2 (2, 
m-—ı m-ı 
| (m, 2) —- (m, 2) 
Daher ist nach der Formel (1.): @ (m, 2) = 
a—a 
m-?2 
welcher Ausdruck nach Formel (?.) = € ist; man hat also auch 
(2) 
m-2 
O(m,2) = 
(2) 


Der Fortgang ist so einfach, dals man die Richtigkeit der Behauptung: 


m-n 
P(m,n)= (U schon ganz übersieht. Aus dieser Gleichung könnte man 
(r) 
auch schon schliefßsen, dafs =1 sein werde, weil =1 ist, und 
und dals @ (m,n) =0 sein werde, wenn n angenommen wird. 


| 
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115. 
Um nun die Richtigkeit dieser letzten Behauptungen ganz ins Klare 
zu setzen, bemerken wir, dafs für den Fall 2 <m das vorhin gelundene 
Resultat benutzt werden darf, und dals also namentlich 


sei, 


(n-ı) 
oder einfacher ®(r,n—1)=(r—1). Wird nun unter (2, &) wieder die 
1 n 
Scale (a+a....+@....+0) nach Auslöschung des Elementes @ in ihr 
verstanden, so haben wir also auch, weil die Scale (7,&) nicht mehr Ele- 
mente enthält, als die Scale (2— 1): 


®,(n,n) = (n,a) und D,(n,n) = (n,e) 
Da nun aber (n,o) = und (2,e) = 2) — a ist, so haben wir 


a—a und da nach $. 114. Formel (1.) 


Ofn,n) = | 
. . 
ist, so ist also auch oflenbar aba! 
= ‚= +1 


Um nun noch schließslich zu beweisen, dals (mn, n)=0 sei, wenn m<ın 
genommen wird, dient die Formel: 
C(m+1,n +1) = D(m,n)-+ ‚Om, n-+1). 


Setzen wir in derselben 2 = nr, so haben wir 
"+1 
= 


n+1 
und da ist, so hat man 
und also O(zn,n+1)=0. Setzen wir nun aber in der Formel 


O(m-+1, n) = n—1) + a.D(m, n) die 


so haben wir Om +1,m m--?2), so ist 
nach dem so eben Gefundenen (m +1, m +2) = D(m,m+1)=0, und 
also Wird weiter (m-+3,m-+ ete.) gesetzt, so 
findet man m+3)=0, (m,m-+4)=0 etc., und es ist also allgemein 
D(m,m+k)—=0, wenn k eine positive ganze Zahl bedeutet, welche >0 ist. 


In Anwendung dieses nun vollständig bewiesenen sehr fruchtbaren com- 


binatorischen Theorems können die mehreren im Werke vorkommenden Com- 
49 * 
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binationselassen augenblicklich in analytische Ausdrücke umgesetzt werden. 
Wer also, aus was immer für Gründen, die Einmischung combinatorischer 
Begriffe meidet, kann davon Gebrauch machen für den genannten Zweck; 
er wird sich aber bald überzeugen, dafs die geforderte Rechnung mit be- 
stimmten Zahlen dadurch nicht erleichtert, sondern umgekehrt erschwert 
wird. Wir machen aber von dem Theoreme einen andern Gebrauch. 
$. 116. 
8 n+1 
Wenn man die Scale (2) = (a, ....a) um ein Element e=x 
vermehrt, so ist also, nach dem so eben Bewiesenen: 
= 0, 


wenn zıı nur nicht größser als 2 ist, und man hat also: 


I n 
a” a n a a” 
Wird das letzte Glied von seinem Nenner befreit, und bemerkt, dafs 

ah (n+1) (a —a)(a —a).... (2 — a) a 


[74 
und also nach Aufhebung des gemeinschaftlichen Factors 2 —.« im Zühler 


oO 


— ua)... 

und Nenner = — Ist, welcher 
(a—a (a—a)....(a—a)(a—a)....(a—a) 


Ausdruck mit —X bezeichnet werden mag, so hat man die folgende 


ziemlich einfache Gleichung: 
T 2 2 n n 


Die Größen A, A, X etc. sind in ähnlicher Art gebildet, wie die Grölse A 


und es ist z.B. n 
(2 —a 


A - 


(a —.a) IE (a —.a) 
Man mufs aber nicht vergessen, dals die gefundene Gleichung nur dann 


ihre Richtigkeit hat, wenn 72 nicht > ist. 


[64 
Die Größe ist =1 für und ist =0, wenn gleich 
I 2 n 
einem von @ verschiedenen Elemente der Scale (7) =0,0,0,....« ıst. 
117. 


Wenn eine Fınetion von x eine rationale ganze von geschlossener 
Form ist, und dieselbe unter der Form: 
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2 2 
Je = 
welche vom zten Grade ist, dargestellt werden kann, so kann man den 
arithmetischen Ausdruck dieser Function finden, wenn man zu 2+1 ver- 


ı 2 
schiedenen Werthen von x, welche in der Scale (2) =a,0,a,....@ ent- 


halten sind, die zugehörigen Werthe der Function fx kennt. 


Man könnte ja auch für x in dem für fx aufgestellten Ausdrucke 
nach einander die in der Scale (z) enthaltenen Elemente als Werthe sub- 
stitwiren, und fünde dann (2-F 1) Gleichungen des ersten Grades, woraus 


2 2 
die eben so vielen unbekannten Goe@ffieienten A, A, A, 2... A sicher be- 
reclinet werden könnten, da die für x substituirten Werthe der Annahme 
gemäls sämmtlich verschieden von einander sind und also keine identische 
Gleichungen vorkommen. Ein solche Gleichung wäre z.B. 


164 n 
Man gelangt aber ungleich rascher zum gesuchten Ausdrucke für fx, wenn 


man die vorstehende Gleichung mit A multiplieirt, dann für & die aufein- 
ander folgenden Werthe 2=0, 1, 2, .... 2 setzt und die entstehenden 


einzelnen Gleichungen addirt. Dadurch erhält man: 
n aa 


SXfa = 4.5X 
wenn sich das Summezeichen $ auf die Veränderlichkeit von @, nach der 
Bedingung & nicht >n, bezieht. In Anwendung des im $. 116. bewiese- 
nen Satzes hat man also: 


SX.fa ..+4.x”, 
oder einfacher: 

fx = X.fa 
Wollte man diesen Ausdruck nach Potenzen von x entwickeln, welches 
aber unnöthig ist, so würde er unter die im Anfange für fx gewählte Form 
fallen und eine Form des nten Grades sein. 

Wenn die Function fx nicht in einer Form des nten Grades darge- 
stellt werden kann, sondern eine Form eines noch höheren Grades ist, 
oder gar ins Unendliche fortgeht, oder endlich gar nicht einmal den ge- 
wählten einfachen Fortschritt nach Potenzen von x haben kann und 
gleichwohl nur (2-+1) Werthe der Function bekannt sind, so ist der auf 
die vorige Weise gefundene Ausdruck für fx unrichtig oder nur näherungs- 
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weise richtig. In diesem Falle sinkt die Formel zu einer Interpolations- 
formel herab und Lagrange hat dieselbe auch als solche zuerst gefun- 
den, aber auf ganz andere Weise, wie hier gelehrt worden ist. 

Zusatz. Die im $. 108. gefundene Formel (3.) könnte man aus 
der so eben gefundenen allgemeineren ohne Mühe herleiten. 

$. 118 

Der im $. 117. für fx gefundene Ausdruck ist für den Gebrauch 
sehr bequem, wenn die Zahl z, welche den Grad der Form für fx be- 
stimmt, keine sehr grofse ganze Zahl ist; ist diese Zahl aber grofs, oder 
ist sie vollends unendlich, so ist die Form des Ausdrucks unbequem, denn 
er hat nicht nur (2-1) Glieder, sondern jedes Glied besteht auch aus 
(2 +1) Faectoren, und wenn also 2 ins Unendliche fortgeht, so ist auch 
jedes Glied ein Produet von unendlich vielen Factoren, und der Aus- 
druck für diesen Fall völlig unbrauchbar. Es kann aber aus dem Theo- 
reme des $. 113. eine Folgerung gezogen werden, die uns in den Stand 
setzt, einen neuen Ausdruck für eine Function zu finden, welcher den ge- 
nannten Übelstand nicht hat. 

Es bezeichne ®x eine Form des nten Grades (rationale ganze Func- 
tion) und es sei etwa: 

= 


I 2 a n 
ga a [a ga ra . 
so kann der Ausdruck + leicht auf einen 
yvn un vn 


einfachen Ausdruck seines Werthes zurückgebracht werden. Substituirt 
I 2 
man nemlich im Ausdrucke für Ox statt x der Reihe nach a, «, a, etc. 


n 
bis @, so erhält man: 


Ä, 


n 
vn 
ı 
a a a 
un 
® 
ı 
n- n-ı 
a a a 
+77 +5 
n 
1 n 
n n n n 
a a a 
+4.1-+7- 
un un 
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und da nach $. 115. die eingeklammerten Ausdrücke einzeln = 0 sind, 
und nur der letzte eingeklammerte Ausdruck = 1 ist, so hat man also: 


1 2 n 
ga Ya pa pa | 

Hinsesen ist der Ausdruck auf der linken Seite =0, wenn Dx eine ra- 
oo 
tionale ganze Kunction ist, deren Grad <2 ist. ; 
Ist also Dx = A(x—p) —r).... und ist die Menge 
der Factoren 2—p, 2—9, x—r, etc. =n, so ist die gesuchte Summe 


—=4, und wenn diese Menge < ist, so ist die Summe =0, obgleich 
P, 9% r etc. beliebige Werthe haben. Ist aber die Menge der Factoren 
—Pp, 2—9, x2—r, etc. >n, dann werden auch die Zahlen p, 9, r, etc. 
auf den Betrag der Summe Einflufs haben. 

6. 119. 


ı 2 3 @ 
Es seien @, @, @, mehrere aufeinander folgende und 


etwa nach ihrer steigenden Gröfse geordnete Werthe einer veränderlichen 
Grölse z, und eine Function dieser Gröfse z, welche durch (x + x) im All- 


gemeinen bezeichnet sein mag, habe die jenen Werthen von z entsprechenden 
ı 2 3 104 
Werthe z, u, u, u, 22. U, 20.., deren es also eben so viele giebt, so ist 


1 2 2 3 3 
= +0) =u, Plate) =u, D(c+e) =u, allgemein 


Olctı)= = u. Nehmen wir nun für vr die folgende Form an: 


2 
so sind die Coefficienten A, 4, 4 etc. die einzigen noch unbekannten Grö- 
I[sen. Bezeichnen wir aber die Producte der Factoren s—a, z—a, s— a, 


etc. auf ähnliche Art, wie die Facultüten, mit 


r-ı 


= @— 0) 


so nemlich, dafs auch —=1 und ist, so haben wir: 


= SA.lzle]. 
Unter der Voraussetzung aber, dafs die unbekannten Coöfficienten 4, 4, 


4, 4, etc. von z unabhängig sind, können dieselben gefunden werden. 


n n 
Setzt man nemlich, um allgemein den Coöffieienten 4 zu finden, @ für z, 
so fallen in der für De) angenommenen Reihe alle Glieder weg, welche 


n n n 


auf das Glied 4. [za] folgen, weil sie den Factor s— a =a—e=0 ent- 
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halten. Man hat also: ai 3 

Dieser Ausdruck ist in Hinsicht auf x oflenbar eine rationale ganze Function 
des zten Grades; auch gilt diese Gleichung für alle dem Werthe @ vorher- 
gehende Werthe von z, und da der Coeflicient der höchsten oder zten Po- 


n 
tenz von z in diesem Ausdrucke = 4 ist, so hat man also in Anwendung 
des im $. 118. bewiesenen Lehrsatzes: 


2 a n 
n 
U U u u u 
fi + — ....+- 
n av n n n n 


wodurch also allgemein der Co@fficient A bekannt geworden ist; die als 
Nenner vorkommenden Gröfsen & haben aber denselben Bau und dieselbe 
Bedeutung wie im $. 113. Der Coefhecient A wird aus der Gleichung (1.) 
gefunden, wenn man s=@ setzt, wodurch man erhält: 

Der Ausdruck A ist eine von der Function u=D(x-+ «) abgeleitete Func- 
tion von x, welche daher durch D"u bezeichnet sein mag, wobei dann 
aber 2 die Ordnungszahl ist, und also D" nicht etwa als eine Potenz, wo- 
mit 2 multiplieirt werden solle, zu betrachten ist. In Anwendung dieser 
Bezeichnung haben wir also 


I 


2 3 
3. = D'u.!zla| 4-D’u.[zle| + D’u.[zle).... und 
R 


1 n 
uU 11 u U u 
un vn vu 


Der Ausdruck (3.) kann nun offenbar, wenn es nöthig ist, selbst ins Un- 


endliche fortgesetzt werden. wenn nur die Reihe der Bedingungen, welche 
auf die Bestimmung der Funetion Einflufs haben müssen, ebenfalls ins Un- 
endliche fortgeht. Dieses Entwiekelungstheorem ist das allgemeinste, was 
die Analysis je auistellte; denn die gewöhnlichen Theoreme, welche für 
die Entwickelungen der Functionen in Anspruch genommen werden, er- 
scheinen nur als besondere vor dem gegenwärtigen allgemeineren. 

$. 120. 

Die Ermittelung der Derivirten (derivirten Function) Du, welche 
das Deriviren heilsen kann, geschieht nach der im $. 119, aufgestellten 
Formel (4.), diese Ermittelung ist dann independent; aber das Beriviren 
kann auch ein recurrirendes sein. Um nun dazu die Regel zu finden, 
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stellen wir fest, dafs unter Du immer ein dem Ausdrucke Du ähnlich 
gebildeter sei, den man aus diesem schon dadurch findet, dafs man die 
im Ausdrucke D" u vorkommenden Elemente jedes mit dem nächst folgen- 


I 2 


2 
den vertauscht, und also setzt für «a für a, für «, u. s. w. 


Die Gröfsen erhalten dadurch ebenfalls eine Abändk 


rung, sie ent- 
halten nemlich nach einer solchen Veründerung das 


Element nicht 
n-+-1 
mehr, hingegen tritt das Element «@ in sie hinein, ohne dafs es ri an 


die Stelle des hinausgetretenen 


[64 


Geht etwa un das 


durch über in W,r, so ist ollenbar 


=Yu4 1) für jedes &, 


weiches <n; und eben so auch (a — a). +1). 


4 


.. ‚n ad A 
Die Ausdrücke für D"u und D’u schen aber, wenn num 


e v(n-+1) 


für ——, und — für —— gesetzt wird, über in die folgenden: 
v(n-+1) 
au au a.u 
v(n-+1) 
ı 
.n au au 


Wird also die zweite Gleichung von der ersten subtrahirt 


so hat man 
die folgende einfache Formel: 


n 
u—D u 


nZ-ı 


Um also von einer Derivirten (Derivate) D"u zur nächst höheren Du 
aufzusteigen, vertausche man jedes in der gegebenen Derivate 
vorkommende Element mit dem nächst folgenden, vom ver- 
änderten Ausdrucke subtrahire man den gegebenen und di- 
vidire den Rest dureh den Unterschied der beiden äufsersften 


Klemente, welche im Reste vorkommen. 


Mit jeder neuen Derivation findet man also in der Reihe 


ein neues oder späteres Glied; aber mit jedem solchen Schritte kommt 
auch ein neues Element in Rechnung und macht sich also auch eine neue 
Bedingung für die Bestimmung der Function geltend. 


Crelle'a Journal d. M. VI. Bd. 4 Dt. 50 
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ı 8 A n 
Wenn in der Elementenreihe a, a, 0, 


einige erste Elemente unbenutzt bleiben, so hat man nicht nöthig, die 


k 
Folge der übrigen abzuändern. Soll etwa das Element @ als das erst 


betrachtet werden, so tritt es in den vorigen Formeln an die Stelle 
k 
des Elementes a; überhaupt treten dann die Elemente «@, a, «a, etc. 


I 2 a 
an die Stelle der Elemente «a, a, a, etc. Dadurch geht allgemein Du 
k k 
über in D’u, und es bezeichnet dann D”u einen Ausdruck, welchen man 


erhält, wenn man jede Zeigezahl der im Ausdrucke Du vorkommenden 
Elemente um /k erhöhet. Eben so bedeutet dann [z]@ |], dafs man die 
Zeigezahl eines jeden in <|a] vorkommenden Elementes um 4 erhöhen 
solle. Man lat also noch allgemeiner; 

Da nun / eine beliebige ganze Zahl ist, so kann man also P(x +2) auf 
beliebig viele sich ähnliche Arten aukeite, Diese allgemeinere Dar- 


stellung ist oft nothwendig. 
Ist nun eine zweite Function und wird (e+e)=v, 


1 1 2 
= v, etc. und allgemein gesetzt, 
so hat man also auch: 
1 2 3 & 
D’v.[zje]+ D’v.[z|e] +ete. = 
und das Product der beiden Funetionen O(x-+2) und D’(c+:) ist nun 
ollenbar 

SD 
Dieses Produet läfst sich aber auch durch wirkliche Multiplieation der 
Reihe für 5) mit einer Reihe für finden; soll das Pro- 
duet aber in der That dieselbe Form erhalten mit dem vorstehenden, so 
darf für O(@-+ x) nicht immer dieselbe Entwickelung gebraucht werden, 
d.h. es muls % für jedes neue Glied des Multiplicators $ D’v.!z|a] einen 
anderen und zwar mit der Zeigezahl des Gliedes übereinstimmenden Werth 


erhalten. Hiernach hat man noch: 


und da 1. == 1 für «&+ß=y ist, so stimmen offenbar die 
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Reihen für das Product D(x + 3).D’(x+:) in der Form völlig zusammen. 

Man hat also allgemein: 
D’(uv)=SD'v.D'u —=n). 

Nach dieser einfachen Formel kann die Derivate eines Productes v.v aus 

den Derivaten der Factoren u und v des Productes hergeleitet werden. 

Die ersten Glieder dieses Ausdrucks sind: 

D'(u.v) = + etc. 
Noch einfacher ist die Formel, nach welcher man die Derivaten eines 
mehrgliedrigen Ausdrucks findet. Man hat nemlich: 

D’(u+v) = 
Der Beweis dieser Formel wird, da die Wahrheit am Tage liegt, der 
Kürze wegen übergangen., 


122, 

Um ein einfaches Beispiel des Gebrauches der behandelten Ent- 
vickelungsmethode zu geben, legen wir uns die Eintwickelung der Func- 
tion (e-+-z) vor. Hier st Man hat also: 


(e +2)” = u+D’u.l: + D’u. u.|zle] + etc. 


und es findet sich allgemein: 


2 

(ac a)” a)" (ae a (c+ a 

vn abn vun 


n 


alın 

T 

Die für (@-+x)” angegebene Reihe bricht ab, wenn zn eine positive ganze 
Zahl ist. Um dieses zu beweisen, bemerken wir, dals nach $. 113. der 


Ausdruck am am am 

yn wyn yn wm 
ist, wenn als Scale bei der combinatorischen Operation dient 

nı 
(8) 

Wird nun im Ausdrucke jedes Element um x vermehrt, so behalten die 
Nenner % im Ausdrucke die vorigen Werthe, weil sie nur Unterschiede 


der Elemente enthalten. Man hat also 
m-n 


n m 
Du=D (x == 
n 
wenn die Scale (2) =(c+e, statt der vorigen 
gebraucht wird. Dieser Ausdruck ist aber offenbar = 0, wenn eine 
positive ganze Zahl ist, welche <r. Man hat also in Anwendung dieser 


50° 
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Scale der geschlossenen Ausdruck: 


(«) 


und die Scale (z) ist dann eine in Hinsicht auf die Menge ihrer Elemente 


veränderliche, nemlich (ce Es würde 
hier zu weit führen, von den Fällen ausführlicher zu handeln, in welchen 
m keine positive ganze Zahl ist. 


Fünfter Abschnitt. 
Besondere Entwickelungsmethoden für ®(xc-+2). 


233, 
Die vorbin entwickelte Methode, eine Function ®(=-+-z) durch eine 
Reihe auszudrücken, ist so allgemein, dafs ihre Allgemeinheit in vielen 
Füllen überflüssig ist. Die Elemente a, a, a, ete. konnten willkürlich, ohne 
allen Zusammenhang, gewählte Größen sein; nur war vorausgesetzt, 
dafs keine sleiche unter ihnen vorkämen; und wozu sollte auch die 
Wiederholung einer Bedingung in der Bestimmung einer Function dienen. 


I 2 3 
Nehmen wir jetzt an, a=k, a=?k, a=3k, ete. und 


& [64 
allgemein = «% sei, so verwandeln sich die Producte [z|@] in Facultäü- 
144 


ten, nenlich es ist nun = [z,k]= 


Ferner ist nın und ako D’u=D’Dx. 
Man hat also zunächst: 
2 3 
Weiter hat man v=@(x-+ch), und zur Specialisirung von D"O®x ist es 
nun erforderlich, die in seinem Ausdrucke vorkommenden Nenner Y niü- 
her zu betrachten, 
Es ist aber nun 


vn —— (a—a)(a—0) .... (a— 


n 


undda « 


a=rk—nk=(r—n)k = —(n—r)k ist, so hat man offenbar: 
vun = 
und & ist also: 


D’9x = S(—1}. cond. +ß=n). 
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Schafft man in diesem Ausdrucke die Nenner fort, so hat man also: 


= 1) cond.(+P =n). 


Die Recursionsformel ist nun einfacher die folgende: 


(n-+1)k 
Wird nun der Ausdruck (D’P@x).(k".n') mit A’Px bezeichnet, und die 
nte Differenz der Function Px genannt, so hat man: 


= 
und die Recursionsformel wird nun ebenfalls einfacher: = 


also auh Wird nun etwa gesetzt, so 
ist also Man wird also 


nun der Gleic chmälsigkeit wegen auch Ax für k setzen. Dadurch erhält 
man also: 


1. 
2. S(—1) [ +eAx) cond.(<+-ß=n), 


Die im $. 121. gefundene Formel heifst nun: 


2 
Zusatz. Hätte mn e=0), ae a=—2k, ete. und allge- 
nem a=—A ce gesetzt, und hätte man dann statt des Zeichens A das 
Zeichen V genommen, so hätte man die folgenden Formeln erhalten: 

l. = 


Vox = condd. =n), 


3 Voxr— =), 
4. = cond. (a +3 =n). 
124. 


Die beiden für D(x +3) angegebenen Reihen gehen nun zwar ins 
Unendliche fort, aber sie brechen unter gewissen Umständen dennoch ab. 
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\enn nemlich z ein Vielfaches von +Ax oder von —V.r ist, so hat man 


pP 
= N) Dax [2]AO©x cond.(«e+PB=n), 
23 
ı’ 

Aufserdem können die Differenzen A ®x und V’®x von einem gewissen 
Gliede an einzeln =0 sein, und dann brechen die Reihen ebenfalls ab, 
obgleich z kein Vielfaches von Ax oder von —Vx ist. 

Der im 8. 115. behandelte, oder noch etwas allgemeinere Ausdruck 
für D’(e- a)” im $. 122. geht nun, wenn @=0 und gesetzt 


- 


wird, über in “für die Scale: 


Wird 2=0 gesetzt, so hat man also 


9 
=0O 


und da AM x” D"x” ist, so hat man 


m-n m-n 
Tür x=0 (n) 


wenn —"f einen Faeultäten-Coöfieienten, wie früher, bezeichnet. Man 
hat also: 


m-n 
Wi” =S(—N’[n | 
125. 
enn man den Ausdruck Par Tr &r] nach Po- 


tenzen von x entwickeln will, so hat man also nur die in jedem Gliede vor- 


.. Negx . 
kommenden Facultiten zu entwickeln, denn der Factor <— enthält die 


Nx® 
Gröfse x nicht. Nun ıst aber allgemein: 
n P 
A2] 
und wird dieser Ausdruck substituirt, so erhält man: 
N 
= SA dx .(—1)%. 


a’ 


Nun ist aber */=0, wenn «&<{ß ist; daher kann man sogleich +ß 
für & setzen, und erhält dadurch: 


| 
| 
| 
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Dieser nach Potenzen von x fortschreitende Ausdruck kann nun einfacher 


unter 


vorgestellt werden, und die in dieser Reihe vorkommenden Co&fäcienten 
haben dann Ausdruck :: 


A 


Er erscheint ein wenig einfacher, wenn man ihn mit r'.Ax” multiplicirt; 
dadurch erhält man: 
Setzt man r=1, so hat man also noch: 


Art px 


3. 4.Ax = S(—1 2 31 . 


In Anwendung dieser Reihen, welche aber leider selten schörig conver- 


siren, könnte oder mülste man die Coöffieienten A, A, etc. berechnen, 
wenn man die Funetion @(c+ 3) nach steigenden Potenzen von 3 ent- 
wickeln wollte. Wenn man den Ausdruck einer Funetion nicht kennt, 
sondern ihn erst nach gegebenen Bedingungen, wie im $. 119. gezeigt 
worden ist, zu ermitteln hat, so bleibt auch im Grunde kein anderes Mit- 
te a als der Gebrauch dieser Reihen, für die Berechnung der Coöfficienten 
4, A, A etc. übrig. 
$. 128. 
3 
Unter der Voraussetzung, dafs die Coäffieienten A, 4, A ete. be- 
rechnet sind, kann man auch die Größe A”®x nach Potenzen von Ax 
entwickeln. Da man nemlich, wenn der Reihe nach OAx, 1Ax, ?Ax, 
etc. für z gesetzt wird, allgemein erhält: 


= SA.v,Ax’ 
und = S(—1)' cond.(a+ß=n) ist, so er- 


hält man durch Substitution: 
> A 
= cond. (2 +ß=Yy). 


Nun ist aber allgemein S(— 1)’ | 


m-n 


n'."f, also hat man einfacher: 


Nun ist aber ”f=0, so lange y<r ist; daher kann sogleich y+ für 
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y geschrieben werden, wodurch man erhält: 


(57,4. 
Die ersten Glieder dieser Reihe sind nun aber offenbar die folgenden: 


ı n-+2 
oder es ist: 
1 "px ı n+2 


A.Ax+ "f.4.A2° 7. Ax’ + etc. 


Wenn man also die Ausdrücke 


hen entwickelte, welche nach steigenden Potenzen von Ax fortgehen, so 


2 


würden die Coöfheienten 4, etc. die Anfangsglieder dieser Reihen 


etc. in Rei- 


sein, und man könnte sie dann in der Reihe @(c+:2) = S A.2° substi- 


turen. Nun zeigt sich aber bald, dafs es nicht einmal nöthig ist, die 


A A 
Gröfsen — eic. vollständig in Reihen zu ver- 


wandeln, sondern dafs die Kenntnils des Anfangsgliedes der ersten Reihe 
hinreicht, um das Anfangsglied der zweiten, aus diesem dann das der drit- 
ten Reihe u. s.w. zu finden. Diese Art der Herleitung oder Derivation 


der Größe 4 aus A oder 2x, der Gröfse £ aus 4, der Gröfßse 4 aus 4, 
u. 8. w. ist also für die Theorie der Entiwickelung von Wichtigkeit; sie 
heifst Differentiiren. Bezeichnet man das Anfangsglied der höheren 
Dilferenz, einer Function Px mit ©" so hat man also für das 
nte Differential von ®x: - 
As 

Sicht man nun selbst x als eine Function an, so ist das Anfangsplied der 
Reihe für Ax ollenbar wieder =Ax, so lange Ax unentwickelt bleibt, 
und man hat also auch cx=Ax. Kann und muß aber Axr wieder 
nach VPotenzen der Dillerenz einer anderen veränderlichen Gröfse ent- 
wickelt werden, so ist offenbar Ex nur das Anfangsglied der dadurch er- 
haltenen Reihe. Man thut daher wohl, für alle Fülle in der Forniei 


statt Ax zu setzen dx, obgleich es unnöthig wäre, 
wenn A x unentwickelt bleibt. Man hat ds: 

1 ec x n 

A, 


und wenn dieser Werth substituiert wird, so hat man die beiden Reihen: 
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+2) 


art“ 


I 
R 


Zusatz. Wäre s=@x und r=Yv, und hätte man gefunden 
wie auh Ar so 
hätte man offenbar für Az auch eine Reihe von der Form 

Az= Aa.Lv+P.A” etce., 

und also, wenn Av unentwickelt bleibt, offenbar v, wie auch 
Hätte man gesetzt, also Ax nicht in verwan- 
delt, so würde man durch Substitution erhalten &&=_fa.Av+Ab.LZ1?-+ ete., 
da doch dz nur =Aa.Av, d.h. dem Anfangsgliede der Diflerenz gleich 
sein soll. Daher kann die Versäumung der auch schon durch die Gleich- 
mnülßsigkeit veranlalsten Verwandlung von Ax in im Ausdrucke 
4,&x zu Fehlern führen. 


127. 


Um nun noch zu zeigen, dals man aus dem Anfangsgliede einer 


Differenzreihe das Anfangsglied der nächst höheren Differenzreihe finden 
könne, setzen wir 


= + ete.; 


on x . . 
die Gröfsen rn ‚P, Q, etc. sind dann Functionen von x. Weil nun 


AO =N ist, so muls man in jedem Gliede der 
Reihe <+Ax für x setzen und vom also veränderten Gliede das Glied 
selbst subtrahiren, oder in Zeichen: 


An 
Atos = (A Ar + etc. 
Da nun aber 


(5) 


AP = +cte, 
20 = Ar+ + + cte., 


etc. 


ist, so hat man offenbar, wenn diese Reihen substituirt werden: 
Crefte's Jonenal d. M. VI. Bd. 4. Hit. 
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— „Ast: B Ax’t + etc, 
‚Axt? +4 + etc, 
und da auch = W + ete, ist, 


so hat man E "PX 
2. 
7 0x ° 


Diese Formel, welche auch einfacher &#ox = d(8"@x) ist, ist der Aus- 
druck der obigen Behauptung. Hat man also ein höheres Differential 0’ Pr, 
so setze man in ihm ce+&Ax für x, entwickele dasselbe nach Potenzen 
(steigenden) von Ax, subtrahire von der Entwickelung ©"@x, und be= 
halte vom Reste nur das Glied, welches mit Ax’ multiplieirt ist, ver- 
wandle dann Ax in so hat man 

Wie hieraus die bekannten Regeln des Differentürens herzuleiten 
und wie man sich zu verhalten, wenn x wieder als Function einer neuen 
veränderlichen Gröfse anzusehen ist, mufs hier der Kürze wegen über- 
sangen werden. Darin stimmen auch die meisten Darstellungen der Dil- 
lerentialreechnung überein. Schliefslich wird bemerkt, dafs die im $. 125. 
gefundenen Reihen (2. und 3.) nun sind: 


Ar 3 


3 


„AT px 


n 
Sowohl die Reihe für Ax als auch die Reihe A =S Ir | 


welche mit den Reihen für flog(1 +2) und (e—1) Ähnlichkeit haben, 
behalten auch noch eine Bedeutung, wenn r eine negative ganze Zahl 
bezeichnet. 


128. 
Die Reihe (+2) = ist von jeher fast ausschliefshich 
benutzt worden, um Funetionen zu entwickeln. Die beiden Reihen: 
[, Ar] und 
= .[2, — Vz], 


a’ 


n 
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in deren Mitte gleichsam die erste oder auch die Taylorsche Reihe fällt, 
hat man aber bis jetzt kaum anders als zur Interpolation benutzt. In vie- 
len Fällen ist gleichwohl ein nach Facultäten fortgehender Ausdruck für 
die Rechnung in bestimmten Zahlen bequemer als ein nach Potenzen 
lfortgehender. 

Um ein Beispiel zu geben, legen wir uns die Aufsabe der Ent- 


wickelung der Function “f in eine nach Facultäten von x fortsehende Reihe 
r r r 
vor. Setzen wir und Ar=1, so ist und da 
r r r-ı 
tf—*f+xr.f ist, so hat man 
ri 
Nehmen wir auf beiden Seiten der Gleichung die nte Dilferenz, so haben wir: 


r r-ı 


Da nun 2. ein Product aus x und “f ist, so haben wir, wenn die For- 
mel (4.) des $. 123. gebraucht wird: 


r—ı r—-ı 
und es ıst also auch 
Art xf — „Am m. Am —ı 
Da aber allgemein = ist, so hat man 


r-ı 


also auch A” Am xf + 4” °f, und wenn dieser Ausdruck ge- 
braucht wird, so hat man: 


Diese Formel dient nun zur recurrirenden Berechnung der höheren Dilfe- 
renzen der sogenannten Facultäten -Co6flieienten. Aus dieser Formel kann 
eine Menge von Folgerungen gezogen werden, womit wir uns aber nicht 
aufhalten. Wir bemerken nur, dafs die Formel für e=0 am einfachsten 
wird, nemlich: 


r 
Art m.(A” FA”) für 
Die Formel, welche zur independenten Berechnung der höheren Dilleren- 


zen «dient, ist S(— In cond.(e+P= m), 


ınd wenn x) fo gesetzt wird, so hat man: 


As $S(— 1)? cond.(e+ß = m). 
51* 
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Will man die Differenzen für e=0 haben, so dient die Formel 
r ß r 
mit der vorigen Bedingungsgleichung. Der Ausdruck kann aber noch sehr 


zusammengezogen werden, wenn man bemerkt, dals “f>0, so lange die 


positive ganze Zahl «<r ist. Man kann daher sogleich &+r für « 
setzen, und hat also 


xf = $S(—1)? Im] „ref cond. =m—r). 


Fürx=0. 


$. 129. 
Um von diesen Formeln nun Gebrauch zu machen, setzen wir in 


x=(0, und dann x für z. Dadurch erhält man: 


Fürx=0. a’ 


ebenfalls Ar =1, 


Aber der für {A” °f} im $. 128. gefundene Ausdruck giebt zu erkennen, 
r 

dals er =0 sei, so lange m <r. In der für “f angegebenen Reihe fal- 
len also alle erste Glieder, für welche #<{r ist, weg, und man kann also 

r 
sogleich für setzen. Führen wir für { *f} das einfachere 
m x=0 

Zeichen ®r ein, so haben wir also: 


r @ 
l. 


— 


und zur Berechnung der unbekannten Goeffieienten dient dann die Formel: 


Or —= S(—1)’[m+ cond. = m). 


Wenn r>0 ist, so ist auch noch Or 0, weil für r>0O auch ii 0 ist. 
Wird diese Abänderung der Bezeichnung in die Recursionsformel einge- 
führt, so hat man: 

3. 9 
Die Rechnung nach dieser Recursionsformel ist besonders bequem. In An- 
wendung derselben findet man leicht die folgenden allgemeinen Resultate: 


Y 


9r=135.7.. und 1.232. r=[,—1]= fr] 


und 9r=0, wenn ist. 
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3 4 r-ı 
Fur die übrigen Co&fficienten r, ®r, 2... Pr lassen sich ähnliche, 
aber minder einfache Resultate finden. 
Die begonnene Rechnung giebt aber die folgenden bestimmten 


Resultate: 
1 2 
f= 


15[e] 


xf 94 |+ 25%0[2]+ 945 


f | +44100 [x] 


Use Ws 
Als Probe für die Richtigkeit der Berechnung der Coefficienten in diesen 
Ausdrücken dient die Formel: 
— + Or... = 
So ist z.B. 


Zusatz. Setzt man so findet man nach 


r-n r-m 


$. 109. allgemein —=[m-r|."R, was leicht zu beweisen ist, 
130. 


Die Anwendung der Reihe @(c+:) = [2, ge= 
schieht in ähnlicher Art, und man findet: 


r- r-ı 


womit man fast eben so wie früher verfährt, und ähnliche, obgleich von 
den vorigen verschiedene Ausdrücke erhält, mit deren Herleitung wir uns 
hier aber nicht aufhalten. Soviel erhellet im Allgemeinen aus dem Vor- 


hergehenden, dafs die Function xf eine rationale ganze Function von x 
des 2rten Grades ist. Weil aber die Form dieser Function nun bekannt 
geworden ist, so kann die im $. 117. für solche Functionen hergeleitete 
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allgemeine Formel zur kommen, nemlich: 
für nicht >. 


im vorliegenden Belle, wo ew der die gesuchte Größe ist, hat man also z=?,. 
r+2 


2r 
a=—3, so hat man also 9a = f=0, wenn & nicht >r 
r+a 


und = =uf und wenn diese Werthe substituirt werden, so findet man auf 


der Stelle: 
cond.(<+ß=r). 


Wollte man xf nach Potenzen von x entwickeln, so ginge auch dieses an; 
wir aber wollen diese Entwickelung nur theilweise vornehmen und dem 
Ausdrucke die folgende Gestalt geben: 


weil bekannt ist, dals der Ausdruck diese Gestalt „haben könne. Setzt 
man zur Einfachheit dene [x—1 und ® cond.(a =1r), 


so hat man Pe, also 1), und da 
f ist, so hat man also: 

Nun ist aber + 1) =— und 


diese Werthe substituirt eine welche durch divi- 
dirt die folgende ist: 

+) —Ppa) = Or). 
Werden hierin für Ox, Oct 1) und Or die Werthe substituirt, so erhält 
man durch Identifieirung die folgende Recursionsformel: 


also hat ung wenn 


m 2 m-ı 3 m-3 a+ı m-a 
Ir-m) "A— {[r-m+1] [r-m+2]’4. ’A....+[r 
3’ (a-+ı)' (m$1)' +1)’ 


Die Rechnung nach dieser Formel ist noch ziemlich einfach, und durch 

dieselbe sind die im $. 85. aufgestellten Ausdrücke gefunden worden. 
Manche sonst bemerkenswerthe Beziehung hat hier übergangen wer- 

‚len müssen, weil der der Theorie der Potenzial-Functionen beizufügende 


Anhang ohnehin schon den beabsichtigten Umfang überschritten hat. 
(Ende, Die bierzu gehörigen Tabellen im nächsten Bande.) 
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29. 


De functionibus ellipticis commentatio altera. 
(Auct. C. G. J. Jacobi, prof. math. Regiom. ) 


De summis serierum functionum ellipticarum, quarum 
argumenta seriem arihmeticam constituunt. 


Po in sequentibus formulas quasdam elementares circa summas 
functionum ellipticarum, quarum argumenta seriem arithmeticam consti- 
tuunt. OQuae cum in aliis quaestionibus usui esse possunt, tum summa 
facilitate formulas generales de functionum ellipticarum transformatione 
suppeditant. 

Proficiscor a formula nota de additione integralium ellipticorum, 
quae ad secundam speciem pertinent: 

1. E(a)+E(u)— E(a+u) = k’sinam (e) sin am(u) sin am (u 
in qua e notatione in commentatione priore de functionibus elliptieis proposita: 
E (u) — / ou. 

Scribamus in formula (1.) p« loco a, unde illa fit: 
E(pa) + E(u)—E(u-+pa) = k’sinam(pe) sin am(u) sinam(u-- pa); 
atque posito successive u, u-+?2a, .... u+(r—1)a loco z, sum- 


| mationem instituamus. Designata generaliter per Z"’/'(z) summa 
= 
fit: 


E(u+pa) = k*sinam( sinam/z) sinam(u-+-pae). 
Eodem modo e formula 

E(na)+ E(u—E(u-+ne) = snam(u-+- na), 
loco u posito successive u, uta, u+?2e, .... u+(p—1)e, et sum- 
matione facta obtines: 
pE(na) = sinam(v) sinam(u-+ na). 
Jam observo, esse 

ideoque 

E(u)— = ZPEW)— ZPE(u+no) 


® 
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Unde e duabus formulis appositis inrenimus: 
9, sın am (pu) Z”) sin am(v) sinam 0) 
— sinam (ro) sin am sin am (u -+- ne) 
Casus est memorabilis, quo sin am(r«) neque simul sinam(pa«) eva- 
nescit, quo casu (2.) fit: 


= nE(pa) — pE(na). 


nE(pa)—pE(na) 
k*sin am(pe) 


3. 2” = 

Jam observo, in elementis probari formulas: 
cos am(a) = cosam(u) cosam(u--a) + A am(a)sinam 
A am(e)= Aam(u) A am(u-+ 0) + kcosam(v)sinam (v)sinam(u-++-e), 


unde e (3.) nanciscimur etiam: 

Z\am 
4. Z)eosam(2) cosam(u-Fpa)=n cosam(pe)— (nE(pea)—pE(na)), 
5. Aam(u) A am(u--pa)=n A am(pe)— cot am (e) (nE(pa)—pE(na)). 
Videmus igitur, quoties sin am(2«) evanescat, neque simul sinam(pR), 
expressiones 


sin am(v) sinam(u-F pa), 

cos am (u) cosam (u + pe), 

Aam(u) Aam(u+pe) 

ab argumento z independentes esse. Ceterum posito, ut in fundamentis, 
mK-+m’iK’ 


w = . 


designantibus 777, 772° numeros quoslibet positivos seu negativos, qui cum 
ipso 2 uterque eundem non habent factorem communem, ut sinam(r«) 
neque simul sin am (p«) evanescat, fieri debet a=2prw, designante x nu- 
merum integrum quemlibet, dummodo «p per z non divisibilis sit. 


Alias circa summas functionum ellipticarum formulas hune in mo- 
dum nmancisceris. Posito enim | 

am amw)=ß, amwtv)=o, am(—v)=3, 
e formulis (24. — 29.) pag. 33. Fundam. sequitur: 

css AS+cos$ 

2cosf.sin«a Aa 
1 sin sina®? 
2NP.sin@ cose 
1— k* sin sina* 
Simul autem dedimus formulas pag. 32. (4. — 6.): 


Aa 
-1— sin sina*’ 


AS sine 


sine cos$ + sind = 


sine —sin$ = 
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2sn# AP.sin«a Aa 
1—k* sin sina® ? 
1—k? sin sina® 
quibus cum prioribus combinatis, prodit: 


6. = (sing — 


C0S$— 


1 
7. (008 cos), 
A 
8. sing sin J cose = in (2° 6) 


Posito a + = loco u et v=-, fit 


B= am (2), $= am(u), 
unde (6. — 8.) ita repraesentantur: 
cos am (u) Jam(u-+ a) -+ cosam(u-+ e) — 
am 
[sinam (u a) — sin am 
lang am 
am(z) sinam(u+«) + Lam(u-+ «)sinam(„) = 
[cos am — cosam (u-+ «)]|, 


a 
A aın „ tang am 


3 
sin am cos am (u +«@) + sinam (u + «) cosam (u) = 
a 
am 5 


am(u) — Aam(u-+ o)]. 


sin am — cosam — 


2 2 
In his formulis loco a scribatur pa, atque loco # successive posito 1, 
.... ut+(2—1)a, summatio instituatur; deinde in iisdem lor- 


mulis loco seribatur atque loco successive posito 1, u+a,... 


...u4+(p—1)o, rursus summatio instituatur. Utrisque summis inter se 
eomparatis, ubi insuper observas, generaliter esse 


= ZPF(u+nao), 
obtineo: 
tang am 


2 


A am 
tang am 
2 
m 
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9. 3") [oosam (u) Aam(u-+ pa) + cosam(u +pa) Aam(w)] = 


=’ [cosam (u) Aam (u + na) -+cosam(u +ne)Aam(u)]. 
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10. tang an 5= A am 52.2" [A am (u+pa) sin amu + A am (u) sin am{u+pa)] 


= tang an A am > .ZP[Aam(u+na)sinamu+ A am(u)sinam(u+na)], 
sin am cos am 
1l. . 2”) [sinam(u)cosam(u +pa)-+ sin am (u pa) cos am (u]] 


. na na 
sin am — cos am — 


2 2 


. 2’ [sinam (u) cos am (u + na)++sinam (u + na)cosam (w)]. 


Casu speciali, quo sin am (20) neque simul sin am evanescit, e (9.— 11.) 
sequuntur formulae memorabiles: 
12. [cos am(u) A Aam(u)] = 0, 
13. A A am(u-+ pe) sinam(u)] = 0, 
14. 2” |sinam(u) cosam(u+p«)+ sin am(u + pa) cosam(u)] =. 
Jam ope formularum (3.—5.), (12.— 14.) formulas generales de functio- 
num ellipticarum transformatione condimus, 


Demonstratio nova formularum fundamentalium de 
transformatione funetionum ellipticarum. 
Consideremus expressiones 
R= sinam(z)+ sinam(u+4w)+ sinam(u+80)+...+ 
$=cosam(w)+cosam(u 4420) + cos am(ua 
T=&A am(w)+ A am(r+40)+ A Aam(a+K2-1)w), 
mK-+ m’iK’ 
n 
damentis, ita ut posito 4v= quoties p<{r aut certe p per r non 


visibilis, sinam(z«) = 0 neque tamen simul sinam (pe) =0, 
Ubi brevitatis causa designamus per /'(u) summam 
SFlu) = F(u) 
expressiones R, S, 7' brevius ita repraesentare licet: 
R=8sinam(u), S=3cosam(u),, 7=ZAam(u). 
Quaeramus expressionum R, 9, T quadrata et producta binarum. 
Fit, uti ipsa multiplicatione instituta apparet: 
RR —= sin’ am(») + sin am (z) sinam (u +4) 
+ 3 sin am (2) sin am(u +8) 


+ 3 sin am (4) sin am (u +4(na—1)w), 


in quibus 2 sit numerus impar, V = ‚ uti supra atque in Fun- 


A am — 
f 
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= Zcos’am(u) + Zcos am(u)co: am(u+4w) 
+ 2 cos am{(u) cosam(u +8) 


ZT = Aam(u) +3 A am(u) A am(u+4w) 
+ A am(u) A 


+ A am(u) A am(u + N). 
Jam ex iis, quae supra proposuimus, apparet, expressiones huiusmodi: 
sin am (v) 
cosam(u) cosam(u+4pw), 
Aam(u) A am(ua+4pw), 
in quibus, uti in antecedentibus p<r, constantibus aequales esse, sive ab 
argumento 4 non pendere. Unde ponere licet: 


RR= 2 sin’ am(u) — 
15. Zcos’am(u) — 
IT = A? am(u) + Tr, 


dlesignantibus 2, 7 constantes, quarum valores e valoribus specialibus 
ipsius 4 peti possunt. Quem in finem adnoto formulas elementares 


sn am4(r— m)w = — sinam (4m w), 
cos am(Ä+4(n— m)w) = — cosam(X+4mmw), 
= — 


porro formulas 
snam(0) = cosam (A) = Aam(Ä+ıXK)) 
e quibus patet, posito resp. v=0, u=Ä, u=K-+i!Ä', expressiones R, 
$, 7’ ideoque etiam AR, SS, ZT evanescere. Hine cum insuper sit 
= tangam(u), 
eruimus e (15.), posito resp. v=0,u=K, u=K-+ıK': 

ep = sin’am 4w + sin’ am8Sw +....+ sin’ am 2(n— 

= cos? coam 4w + cos’ ccamSw-+ .... + cos’coam? (nr —1)w, 

—k'k' [tang’am4ww + tang’ am So» + .... + tang? am 2 (2 — 1)w)]. 
Quantitates 2, 0, Tr eaedem sunt, quas et in commentatione priore de funct. 
ellipt. eadem denotatione exhibuimus. 

E formulis (15.) sequitur: 
ER-+ 
TT 


n— 20 — 20, 


unde ponere licet 
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R= y(n—2e—?o)siny, 
$ = 


2x2°0-+2r 
sive posıto 


mm’ 


x»: (n—20—20) 
n—2z”0+?2r 
sin), S= co’), T= 1 
Quaeramus iam producta binarum expressionum R, $S, 7, Instituta mul- 
tiplicatione , invenitur: 
S7 = 2 cosam(u) Aam (u) 
+32[cosam (u) Aam(u+#w) + cosam (u+4w)Aam (u)] 
+32 am (u) Aam 
+} > am (u) Aam + cosam (u+-4(n—1)w) A am (v)]. 
Adieeimus factorem 3, eum in summis, quibus adiectus est, unusquisque 
terminus bis oceurrat. Jam vero e (12.), posito a=4w, quoties, ut in 
antecedentibus, p <n, fit: 


Z|cosam (2) Aam(u+4pw)+ cosam (u +4pw)Aam(u)] = 0, 


unde simplieiter: ST = cosam (u) Aam(u), 
Eodem modo invenitur ope formularum (13., 14.): 
TR = A am(u) sinam(u), 
RS = Z sin am(u)cos am (u). 
Sequitur autem e formulis: 
R=Zsinam(u), S=Zcosam(u),, T=ZAam(v), 
instituta diflerentiatione : 


n— + Ir= 
hit | 


= Zcosam(u) Aam(u) = ST, 
— Aam(v)snam(u) =—TZR, 
— x’ am(u)cosam(u) =—x’RS, 
unde cum ex ig sit: 
R= 7 sind, 00V, T= 


ht: 2 
M AAsin\?), sıve y 
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unde cum V et z simul evanescant: 


am (7, 1). 


Nacti igitur sumus valores ipsarum R, S, 7’: 


R= — sin am(#, 1), 
$= cos am 1), 


xM 
u 
sive quod idem est: 
sin am (7 x) sin am (u) + sin am (u+420) + sin am (u+4(n—1)w), 


cosam —= cosam(u) + cosam (u+4) cosam (u+42—1)zo), 


am (7, = Aam(ut4w) +..+ 


Quae sunt formulae de functionum ellipticarum transformatione funda- 
mentales. 


| 
| 
»M 
© 
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0. 


Auflösung der Aufgaben 1. und 2. des Herrn Steiner 


im zweiten Bande dieses Journals S. 96. 
(Von Herrn Th. Clausen zu München.) 


1. Won in einer Ebene drei beliebige Kreise einander in 
einem Puncte schneiden, so soll man durch denselben eine 
Gerade so ziehen, dals wenn 4, B, C ihre übrigen Durch- 
schnitte mit den Kreisen sind, die Abschnitte 4B, BC ein ge- 
gebenes Verhältni[ls zu einander haben. 

Es sei der gemeinschaftliche Durchschnittspunct der drei Kreise der 
Anfangspunet der Coordinaten. Die rechtwinkligen Coordinaten des Mit- 
telpunctes des ersten Kreises @, 5, und dessen Halbmesser r; des zwei- 
ten a’, b’, r’; und des dritten «’, 6, r‘‘. Man hat also: 


aa +bb =rr, 
a’a’ b’ b' — r'r', 


Zieht man nun durch den Anfangspunet der Coordinaten eine Li- 
nie, die mit der Axe der x den Winkel 9 macht, und ist die Entfernung 
des Durchschnittes derselben 4 mit dem ersten Kreise von dem Anfangs- 
punete der Coordinaten 3; die Entfernung des Durchschnitts 3 mit dem 
zweiten Kreise z/; und die Entlernung des Durchschnitts C mit dem deit- 
ten Kreise 5”; so hat man ebenfalls: 

(a — x + (b— x sind)’ rr, 
— + (b'— x’ sind)? = r'r', 
— xcos9)? + x sind)’ = 
Subtrahirt man von jeder dieser drei Gleichungen die entsprechende der 
obigen, so ergiebt sich: 
x 2(acos5+ sind), 
x’ cosd + b’sind), 
2(a’cosd + b’sind), 


2 — a)cosd + (b’—b)sind), 
2 a’) cos8. + 


mithin: 
a—x = AB 


x — ı' = 


30. Clausen, Auflösung der Aufgaben 1. und 2. Band 2. S. 96. 405 


Ist also AB =FkBC, je nachdem € und 4 auf entgegengesetzten oder 
auf derselben Seite von B liegen, so hat man: 

0 = + + sind, 
folglich + k(a'— a‘) 
Zieht man nun durch die Mittelpuncte des zweiten und dritten Kreises 
eine unbestimmte gerade Linie, und bestimmt auf derselben vom Mittel- 
puncte des zweiten Kreises aus nach beiden Seiten einen Punct in einer 
Entfernung, die sich zu der Entfernung der Mittelpuncte der beiden Kreise 
wie AB:BC verhält, und legt dann durch einen dieser Puncte und den 
Mittelpunct des ersten Kreises eine Gerade, so ist die Tangente des von 
derselben mit der Axe der x gebildeten Winkels: 


0) tang (90-49), 


a—arkla’— a) 
je nachdem der bestimmte Punct um den Mittelpunet des dritten Kreises 
auf derselben, oder auf entgegengesetzter Seite vom Mittelpuncte des zwei- 
ten Kreises liegt. 

Es ist also die gesuchte Gerade, die auf die oben bestimmte aus 
dem gemeinschaftlichen Durchschnitte der drei Kreise gefällte Gerade. 

2. Wenn im Raume vier beliebige Kugeln einander in 
einem Puncte schneiden, so soll man durch denselben eine 
Gerade so ziehen, dafs wenn aulserdem 4, B, C, D die Puncte 
sind, in welchen sie den Kugelflächen aufserdem begegnet, 
ihre Abschnitte AP, BC, CD gegebene Verhältnisse zu ein- 
ander haben. 

ls sei der gemeinschaftliche Durchschnittspunet der vier Kugeln 
der Anfangspunet der Coordinaten, und die rechtwinkligen CGoordinaten 
der Mittelpunete und die Halbmesser derselben resp. 


—tang) 


‘dd 


lso: 
so dals a Pr; 


ee‘ 
a’ a’ + b’’ b’+ c’’ — 


a, c, 
a’, b’s 
ww 


306 30. C/ausen, Auflösung der Aufgaben 1. und 2. Band 2. S. %. 


Sei ferner eine gerade Linie durch den Anfangspunct der Coordinaten 
selegt, dessen Winkel mit der Axe der z, ® ist, und dessen Projection 
auf die Ebene der x und y mit der Axe der x den Winkel 7 bildet, so 


ist, wenn u, u‘, u”, u‘, die resp. Entlernungen der übrigen Durch- 
schnitte 4, BD, C, D dieser Linie mit den vier Kugeln sind: 


(a — u sinDcosn)” + (db — u sin®sinn)” + (e— u 
(a’ — u’ sin® cos)’ + — u‘ sindsinn)’ + — u’ c0s®d)’ r'r‘, 
(a — u‘ sinDecosn)’ + — u” smndsinn)’ + — c0sd)’ = 
(a — cosn)’ + — + (e’— — 


Subtrahirt man von jeder dieser Gleichungen die entsprechende der obi- 
gen, so folgt: 
—= sind cosy+ 5 sindsinn + c cosd), 
2(a‘ sind cosy + 2’ sind siny+ ec’ cosd), 
2a‘ sind cosn + sin®sinn + c” cosd), 
+ b’’sin®sinn + c‘cosd); 
mithin: 
u — u — a) sindcosn + b)sn®siny+ —c)cos®!, 
u '—u'=AB =2 (a —a‘')sind cosy 
Ist AB= Fk.bC, je nachdem C und 4 von 
aus, oder PB und D von € aus, auf entgegengesetzten oder auf denselben 
Seiten liegen, so hat man: 
0 |(a'—a) + + +k(b' —b’)}sin Osinz 
0 = cosy + — + kb" — sin®sinn 
+%k' ec’)! cos®, 
woraus sich die Winkel ® und n leicht bestimmen lassen, 

Man ziehe nun durch den Mittelpunct der zweiten und dritten Ku- 
sel, eben so wie in der Aufgabe 1., eine unbestimmte Gerade, und be- 
stimme einen Punct, dessen Entfernung von dem Mittelpunct der zweiten 
Kugel (in der Richtung nach dem Mittelpuncte der dritten, oder in ent- 
gegengesetzter genommen) sich zu der Entfernung der Mittelpuncte der 
beiden Kugeln wie 4B:BC verhält. Nach diesem Puncte ziehe man vom 
Mittelpunete der ersten Kugel eine gerade Linie, deren Winkel mit den 
drei Coordinaten-Axen resp. u, #‘, a’ seien. Ist nun 7 die Länge der- 
selben, so sind offenbar die Projeetionen auf die drei Axen: 
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V.cosu = 
V .cosu' = 
V .cosu 

Bestimmt man nun noch auf der durch die Mittelpuncte der zwei- 
ten und dritten Kugel gezogenen Geraden einen Punct, dessen Entfernung 
vom Mittelpunete der zweiten Kuzel (in entgegengesetzter oder in der 
Richtung des Mittelpuncts der dritten Kugel) sich zu der Entfernung der 
beiden Mittelpuncte, wie CD:BC verhält, und zieht man von diesem 
Puncte nach dem Mittelpuncte der vierten Kugel eine Gerade 7’, die mit 
den drei Coordinaten-Axen die Winkel v, v‘, y‘ resp. bilden: so sind die 
drei Projectionen : 

Vicosv = + a a”, 
+ — 6, 
Sind nun die Winkel der gesuchten Geraden mit den drei Axen £, 2, &. 
so sind: 
= sin®sinn, 
cos&' —= sin®sinn, 
cos£"’—= cosP. 
Substiturt man in die obigen zwei Gleichungen zur Bestimmung von ® 
und 7 die eben gefundenen Werthe, so verwandeln sie sich in: 
cos£cosu + cos?’ cosu’+ — 0, 
cosy + cos$’ cosv‘ + cosv’— 0; 
folglich steht die gesuchte Gerade auf einer mit den Linien 7 und 7° 


parallel gelegten Ebene senkrecht. (Siehe Gaufs Disyuisit. generales 
circa Sup. cUrVAS.) 
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31. 


Uber den Sullstand eines Planeten oder Cometen in 
seiner scheinbaren aus einem andern beobachteten Bahn. 


(Von Herrn Th. Clausen zu München. ) 


l. In den astronomischen Lehrbüchern wird gewöhnlich nur von dem 
geocentrischen Stillstand der Planeten, und zwar blofs in der Länge, ge- 
handelt, indem man, wegen der geringen Neigung der Bahnen derselben, 
auf Bewegung in der Breite keine Rücksicht nimmt. Da nun also eine 
Bedingung erfüllt werden mufs, so kann man im Allgemeinen einen Pirnet 
in der einen Bahn willkürlich annehmen und den Punet in der andern 
angeben, wo der Planet oder die Erde sich befinden muls, wenn ein Still- 
stand stattfinden soll. Fast in allen diesen Fällen ist aber noch immer, 
wie Delambre bemerkt, die Bewegung in der Breite merklich, indem 
der Planet nahe einen kleinen Halbkreis beschreibt, dessen Halbmesser, 
und die kleinste Geschwindigkeit des Körpers in demselben, insbesondere 
bei den kleinen Planeten, oft bedeutend sind; in einem noch höhern Grade 
ist dies bei den Cometen der Fall, die Curven von den verschiedensten 
Krümmungen über das ganze Himmelsgewölbe beschreiben. 

Betrachtet man nun den Fall, der bei diesen Körpern blofs von 
Interesse ist, wo die geocentrische Bewegung derselben gänzlich verschwin- 
det, so sind zwei Bedingungen, wodurch also der Punct in beiden Bahnen, 
in denen dieses stattlindet, völlig bestimmt sind. 

Es seien die rechtwinkligen Coordinaten des Körpers M auf will- 
kürliche Axen bezogen, x, Y, z; des Körpers M’, x‘, y’, 2’; ß der Win- 
kel der von M nach M’ gezogenen Geraden A mit der Axe der x, y; 
und & der Winkel zwischen der Projection dieser Linie auf die genannte 
Ebene und der Axe der x, so hat man: 


AcosßcosA = x’— x, 
= y’—y; 
| 


Die Bedingungen des scheinbaren Stillstandes des einen Körpers aus dem 
andern gesehen sind nun: eEß=0, d&=0; folglich wenn man von den 
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drei Gleichungen die logarithmischen Differentiale nimmt: 
1 oA 0x oA 
subtrahirt man je zwei dieser Gleichungen von einander, so findet man: 
Diese Gleichungen gelten blofs für zwei verschiedene, indem sich jede 
derselben aus den beiden andern ableiten lülst. Es sind aber ze y—,) cr, 
y6ös—z0Cy, die resp. Projeetionen des doppelten vom Radiıs 
vector des Körpers M in den Zeittheilchen @f beschriebenen Klements 
k.yp.ot auf die Ebenen der x, y; der y, z; und der wo der 
halbe Parameter der Bahn und % die bekannte Gaufsische Constante be- 
deuten. Sind also 7, g, A die resp. Neigimgen der Pahn gegen diese 
Ebenen, so hat man: 


3. 


kypeosicet, 
kyp 
kypecoshö6t, 
Und eben so, wenn p‘ der halbe Parameter der Bahn von M’, und ', g‘, 


h‘ die resp. Neigungen derselben gegen die eben genannten drei Ebenen 
bedeuten: 


4, 


kyp'cosg‘.öt, 
kyp'cosh'.ot. 
Die Gleichungen (2.) verwandeln sich durch Substitution dieser Ausdrücke in: 
= 
5. p’cosg‘]k6t yoz— zöy‘, 
Multiplicirt man diese Gleichungen mit 2, x, y resp. und dann mit 
©z, 6x, @y, addirt jedesmal die drei Producte, berücksichtigt die Glei- 
chuugen (3. und 4.) und dals 
scos!+ zoosg+ yeosh = (0, 
= 0, 


so erhält man: 
‚vr [ zcosi’”+ zcosg‘+ z’cosi+ w’cosg+ 
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Bezeichnet man nun durch £ den senkrechten Abstand von M von 
der Bahn von M‘; und durch © den senkrechten Abstand von M’ von 
der Bahn M, so hat man 

zcos”’+xcosg +y cosh‘, 
z’cosi+ x’cosg + y’cosh. 


Die Bedingungsgleichungen verwandeln sich dadurch in die höchst ein- 
fachen Formeln: 


2. Um diese durch die Bahnen auszudrücken, 
sei > der halbe Parameter der Bahn von M, e die Excentricität, ® die 
wahre Anomalie, und r der Radius vector; für den Körper M’ werden 
die entsprechenden Gröfsen durch einen Accent bezeichnet. Ferner sei 
die Neigung der Bahn von M’ gegen die von M, i, der Winkel zwischen 
dem Perihel von V und dem Durchschnitt der beiden Bahnen „; der Win- 
kel zwischen dem Durchschnitt und dem Perihel von M', », so ist: 


r= 
e(rcosy) sing, E(rsing) _cosp-e . 
sniket Vp ’ sinikdt Vp' 


Durch Substitution dieser Ausdrücke verwandeln sich die Gleichungen (7.) in: 
8 sin (p—n)V p sin (p’+@)Vp’, cos(p—n)+ecosn __ cos(p+@)+ 
1-recosp 1--e’cosg' p p‘ . 
Obgleich diese Gleichungen sehr einfach sind, so ist ihre directe Auf- 
lösung doch nicht möglich, da die Elimination von einer der unbekannten 
auf eine Gleichung vom achten Grade der andern führt. Die sich von 
selbst darbietende indirecte Auflösungsart führt aber sehr schnell zum Ziele. 


Es ist bemerkenswerth, dafs die Neigung der beiden Bahnen gegen 
einander aus den Formeln verschwindet. 


3. Man kann auch die Gleichungen (8.) auf eine andere Art her- 
leiten, die ich noch hinzufüge. Zieht man die Linien, die die beiden Him- 
melskörper in zweien aufeinander folgenden Zeitmomenten verbinden, so 
sind diese in dem scheinbaren Stillstandspuncte miteinander parallel. Die 
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vier Endpuncte derselben liegen also in einer Ebene, mithin auch die Tan- 
genten an den Bahnen in diesen Puncten. Diese schneiden sich daher in 
einem Puncte, der in dem Durchschnitte beider Ebenen liegt. Dieses ist 
eine Bedingung des Stillstandes. Da ferner die beiden obigen Linien par- 
allel sind, und beide zwei andere Linien in einer Ebene schneiden, so 
müssen die von ihnen abgeschnittenen Stücke, oder die Bewegung der 
Körper im Zeittheilchen 47, den beiden Stücken der Tangenten zwischen 
ihrem Durchschnitte und den Puncten in der Bahn, wo sie tangiren, pro- 
portionirt sein. Dieses ist die andere Bedingung. 


Es seien nun die wahren Anomalien der beiden Körper ® und 9); 
die Radii vectoren r, r’; die halben Parameter der Bahnen p und p/; und 
ihre Excentricitäten e und e‘; ferner die Entfernungen der Perihelien von 
derselben Knotenlinie # und ». 


Nun ist allgemein in jedem Kegelschnitt, wenn man die rechtwink- 
ligen Coordinaten auf den Hauptaxen nimmt: 


p 
=[rco =r: = 
sd; y=rsnd; r 
kot Vp’ Vp köt” Vp’ 


und wenn 8 der Winkel der Tangente mit der Abscissenlinie, und $s das 
von dem Körper im Zeittheilchen © beschriebene Element ist: 


folglich 
= —sin® 
koöt 
Vp.ds . 


— sind = cos® e; 


und wenn N ein beliebiger Winkel ist: 


Die erste Bedingung ist nun, dafs die beiden Dreiecke, deren zwei 
Seiten und der eingeschlossene Winkel r, das Stück der Tangente bis 
zum Durchschnittspuncte der Tangenten beider Bahnen und 9—® in dem 
einen Körper, und r’, das abgeschnittene Stück der andern Tangente und 
6‘°—@‘ sind, miteinander eine gemeinschaftliche Seite 4, die zwischen dem 
Brennpuncte der Bahnen und dem Durchsehnitte beider Tangenten gezo- 
gene Grade habe; und dals die an r und r liegenden Winkel #-+9 und 
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»’+9, und mithin die r und r‘ gegenüberliegenden 180 — (® +9), 
[50 — sind. Es muls demnach sein: 
sin(d—9) __ sin(d+») 


zum und 
sin __ +), 
A r' 


oder 

_ , 

welche Formel sich nach der Substitution der obigen Gleichung für 
sin(5+V), wenn man für nach und nach setzt, in folgende 
verwandelt: 


cos __ cos(p'+ + e cos 


p p’ 
welche mit der zweiten der Gleichungen (8.) identisch ist. 


Nennt man die beiden Stücke der Tangenten bis zu ihrem ye- 
meinschaftlichen Durchschnittspuncte Z und 7”, so ist die zweite Bedin- 


ös T 
gung 7, = 7,5 nun ist aber: 
sin ©) sin (P—g) 
T A 
sin(p’ +») __ sin op’), 
T' — A 
tolglich 
T _ __ 
sin sin(d—g) os? 


oder 
sin(® + ») sin es’ sin(P’+%) sin (5 Es, 
oder endlich: 
sin(g VYp _ 
1+ecosp 
welche mit der ersten der Gleichungen (8.) übereiakommt. 


4. Als Beispiel wählte ich den interessanten Enkeschen Come- 
ten. Da ich aber den Stillstandspunet bei etwa 160° und 190’ Anomalie 
fand, wo er für uns unsichtbar ist, so setze ich die Rechnung nicht her. 


Als zweites Beispiel nahm ich den Cometen von Biela, wie er 
1826 sich bewegte. Unter Annahme log e’ 9,8730702 habe ich für die 
Bahn desselben gefunden: 218'22’ 32”, Länge des aufsteigenden Kno- 
tens 251" 25° 3”, Neigung 13° 33752” p’ 0,1977012. Für die Erde ist 
loge = 8,72481%6; logp = 9,9998779; —n = 208° 31’ 58°. Demnach 
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wird die zweite der Gleichungen (8.) 
cos (9 + 208° 31'585”) 

— Num. log 9,5021767 cos (9 + 215° 3%) Num. log 9,5519367. 
Durch Zuziehung der ersten Gleichung (8.) findet man einen Stillstands- 
punet zwischen 150° und 180° wahrer Anomalie, den ich der zu großen 
Entfernung wegen übergehe. Ein zweiter ergiebt sich für — 57’ 
9=— 45'24'15', wo die geocentrische Länge 4?’ 57’ 10, Breite 32'277’ 13 
und Entfernung von der Erde 0,1574. In 4 Stunden ändert der geocen- 
trische Ort sich nicht 5°, wie ich durch unmittelbare Rechnung gefunden 
habe. Dieser Stillstandspunct erfordert, dals das Perihel auf den ersten 
oder zweiten Januar falle. Da dieses grade bei der Erscheinung dessel- 
ben Cometen in 1805 der Fall ist, so habe ich mit den Elementen der 
damals von ihm beschriebenen Bahn den Stillstandspunet berechnet und 


gefunden: — 608, —_ 

Danach hüätte das Perihel am 31,0 December einireflen sollen, welches 
aber in der That am 1,9 Januar, zwei Tage später, eingetreten ist. Die 
Beobachtungen des Cometen deuten an, dals er wirklich wenige Tage vor 
seiner Entdeckung, ungeachtet der grofsen Nähe bei der Frde, eine äu- 
[serst langsame Bewegung gehabt habe. 


München, den 9. Sept. 1830. 
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32. 
Bemerkungen zu der Abhandlung No.26. im 6. Bande 
dieses Journals (Heft 3. S. 303.), den Ausdruck des 


körperlichen Inhalts der Pyramide betreffend. 


l. einem gelegentlichen Briefe an den Herausgeber bemerkt der Herr 
Professor Möbius zu Leipzig: dem an dem angeführten Orte gegebenen 
Beweise des Satzes, dals die Pyramide der dritte Theil eines Prisma sei, 
welches mit ihr gleiche Grundfläche und Höhe hat, scheine, ungeachtet 
des darin an den Tag gelegten Scharfsinns, doch nicht vorzügliche Ein- 
fachheit eigenthümlich zu sein. Der Euclidische, und noch mehr der 
Legendrische Beweis des Satzes sei einfacher. Auch den Begriff des 
Unendlichen hätten Euclides und Lesendre schon vermieden , und 
der gegenwärtige Beweis sei eben sowohl indireet, als die Beweise der 
beiden genannten Geometer. Auch hier werde die Gleichheit nur da- 
durch bewiesen, dafs die Unmöglichkeit der Ungleichheit dargethan werde. 
Der Beweis endlich, der gleich zu Anfange des Aufsatzes von dem Satze 
gegeben werde: dals symmetrische Tetra@der gleichen Inhalt ha- 
ben, stehe ganz so in der Sten Ausgabe der Legendrischen Geome- 
trie, in der in dem Aufsatze selbst erwähnten 7ten Note. Dafs der Ver- 
fasser des Aufsatzes diesen Beweis von Neuen darstelle, und gleichwohl 
auf die 7te Note in der neuen Ausgabe der Geometrie von Legendre 
verweise, lasse sich also nur dadurch erklären, dafs er von den neuen 
Ausgaben die 5te, vom Jahre 1804, nicht zu Gesicht bekommen ha- 
ben müsse. 

Dem Herausgeber hat der neue Beweis des ersten Satzes, wenn 
auch nicht einfacher als der Euclidische und Legendrische, so doch 
sinnreich und eigenthümlich geschienen; und deshalb ist der Aufsatz in 
dem Journale abgedruckt worden. Zu dem Umstande, dals der Beweis 
von der Gleichheit der Grölse symmetrischer Tetraöder schon bei Legen- 
dre vorkommt, bemerkt der Herausgeber, dals sich dieser Beweis in einer 
neueren Ausgabe von Legendre’s Geometrie, namentlich in der 11ten 
vom Jahre 1817, (der nemlichen, von welcher der Herausgeber im Jahre 
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1822 eine Deutsche Übersetzung geliefert hat) in der 7ten Note nicht fin- 
det, so dals also der Herr Verfasser des Aufsatzes auch diese neuere Aus- 
gabe vor Augen gehabt haben kann. 

Übrigens scheint es dem Herausgeber, der Satz: dafs der Inhalt 
einer Pyramide der dritte Theil des Inhalts eines Prisma von gleicher 
Grundiliche und Höhe sei, könne noch elementarer auf folgende Art be- 
wiesen werden. 

Zuerst kann bekanntlich leicht gezeigt werden, dafs sieh ein belie- 


biges Prisma mit dreiseitiger Grundfläche, es sei senkrecht oder schief, in 


drei Pyramiden von gleicher Grundtläche und gleicher Flöhe thei- 
len lasse. Es kommt also nur darauf an, zu zeigen, dals Pyramiden von 
gleicher Grundfläche und Höhe gleich grofs sind; denn alsdann folet 
unmittelbar, dafs ein Prisma dreimal so grols ist als eine Zyramide, die 
mit ihm gleiche Grundfläche und Höhe hat. 

Man theile die senkrechte Höhe zweier Pyramiden, von gleicher 
Grundfläche und Höhe, in eine beliebige Zahl gleicher Theile und lege 
durch die Theilungs-Puncte Ebenen mit der Grundfäche parallel, also 
wagerecht. Durch den Durchschniüt dieser Ebenen mit den Seiten-Ebe- 
nen der Pyramiden lege man, perpendieulair auf jene, senkrechte Kbenen, 
und verlängere sie jedesmal bis zu der nächsten wagerechten Ebene ober- 
und unterhalb, so dafs prismenfürmige Schichten entstehen, die sowohl 
die Pyramiden umschliefsen, als von ihnen umschlossen werden. Yon 
diesen Schichten haben in beiden Pyramiden jedesmal die, weiche in 
gleicher Höhe liegen, wie leicht zu zeigen, gleich grofse Grundflächen; 
also sind sie, weil sie gleich hoch sind, von einer zur andern Pyramide, 
gleich grofs. Es ist also auch die Gesammtheit, der umschlielsenden Pris- 
men sowohl, als der umschlossenen, in beiden Pyramiden gleich grols. 
Nun ist auch jede umschlossene Schicht so grofs, als die unmittelbar dar- 
über liegende umschliefsende: folglich ist die Gesammtheit der umschlos- 
senen Schichten so grols als die Gesammtheit der umschlielsenden, letztere 
nach Abzug der einzigen untersten, umschlielsenden Schicht genommen. 
Der Unterschied des Inhalts der umschlielsenden und der umschlossenen 
Schichten ist also dem Inhalte der untersten, umschlielsenden Schicht 
gleich. Es ist aber der inhalt der Pyramide kleiner als der Inhalt der 
Gesammtheit der sie umschliefsenden, und größer als die Gesammtheit der 
von ihr umschlossenen Schichten. Also ist der Unterschied zwischen dem 
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Inhalt der Pyramide und der Summe der sie umschliefsenden oder der von 
ihr umsehlossenen Schichten, nothwendig kleiner als der Unterschied der 
Gesammtheit der umschlielsenden und der umschlossenen Schichten selbst; 
folglich kleiner als der Inhalt der einen, untersten, umschlielsen- 
den Schicht. Der Inhalt der Gesammtheit der umschließenden und der 
umschlossenen Schichten ist aber in beiden Pyramiden gleich grols; 
also können die beiden Pyramiden selbst, äufsersten Falls, um nicht mehr 
verschieden sein, als um den Inhalt der untersten umschliefsenden 
Schicht. Nun kann aber die Höhe der Pyramiden in so viele gleiche 
Theile getheilt werden, als man will, und folglich kann die unterste 
Schicht so niedrig, und mithin so Klein angenommen werden, als man 
will. Es folgt also, dafs der Unterschied des Inhalts zweier Pyramiden 
von gleicher Grundfläche und Höhe kleiner ist als die kleinste Grölse, 
die man annehmen will: mithin sind die Pyramiden nothwendig 
gleich grols. 

Dieser Beweis beruht auf einer Art von Annäherung; aber Ähn- 
liches findet auch bei jedem andern Statt. Dagegen vermeidet er das 
Unendlich -Kleine und die Summirung von Reihen, und ist völlig anschau- 
lich und elementar. Er scheint daher besonders für den Elementar- Un- 
tericht passend. Es ist der nemliche, der sich in dem Lehrbuche der Geo- 
metrie des Herausgebers, Berlin 1826 — 27, bei Reimer, im zweiten 
Theile, $. 587. S. 726. findet, und der Herausgeber glaubt seiner hier ha- 
ben erwähnen zu dürfen, da dieses Buch, obgleich es keine Nachbildung 
anderer, sondern ganz aus eigenem, längeren Nachdenken über die Wis- 
senschaft hervorgegangen ist, bis jetzt ziemlich übersehen wurde. 
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Einige Nachrichten von Büchern. 


Anfangsgründe der höheren Mechanik, nach der antiken, reingeo- 
metrischen Methode bearbeitet von Dr. Lehmann. 

Ankündigung. Unter diesem Titel wird im Anfange des künftigen Jah- 
res eine Schrift erscheinen, welche in der Methode und Tendenz von den meisten 
bisherigen Werken ähnlichen Inhalts abweicht. Die Bearbeitung der Mechanik, 
im weitesten Umfange des Worts, wonach ınan darunter die vollständige Lehre vom 
Gleichgewicht und der Bewegung der Körper versteht, begann schon im Alterthum 
zu der Zeit, als kaum erst die Elemente der reinen Geometrie in ein System gebracht 
waren; die Verdienste des Archimedes in dieser Hinsicht, welcher in seinen Büchern 
vom Schwerpunct und von schwimmenden Körpern die Bisichgamichte- Thuntie schon 
bis zu einem bedeutenden Grade der Ausbildung brachte, werden, so lange die Welt 
steht, in gefeiertem Andenken bleiber. So wie nun die ganze Mathematik der Alten 
reine Geometrie war (man wolle hier bei dem Ausdruck reine Geometrie mehr 
an die Methode als den Stoff der Untersuchungen denken), so wurde natürlich auch 
die Mechanik ven ihnen rein geometrisch bearbeitet; insofern ist der Versuch, wel- 
chen ich in dem obgenannten Ww erıke dem Publikum vorzulegen gesonnen bin, nicht 
neu, sondern uralt; “aber ich habe bei der Ausarbeitung mich bestrebt, unbeschadet 
der Methode, weiter als die Alten zu gehen. Dals die Griechischen Geometer bei 
der Bearbeitung der Statik und Mechanik eine gewisse Grenze nicht überschreiten 
konnten, lag wohl nicht in der Unbequemliechkeit der alten mathematischen Methode 
(hoffentlich werden die Leser des angekündigten Werks vom Gegentheil überzeugt 
werden); eher möchte der Grund in den weilumfassenden geschichtlichen F rscheinun- 
gen zu finden sein, in der gänzlichen Vernichtung des mathematischen Studiums, so 
wie aller Zweige des edleren menschlichen Denkens, durch die einreilsende Barbarei 
des Mittelalters, welcher schon vor dem Anfange der Völkerwanderung bedeutungs- 
volle Vorspiele vorhergingen. Wenigstens möchte sichs schwer beweisen lassen, das 
die Alten die Ausbildung der ınechanischen Lehren irgendeinmal verlassen, und such- 
her doch noch fortgefahren hätten, die reine Esmeteie auf eine höhere Stufe der Voll- 
endung zu bringen, In der Dunkelheit des Mittelalters, wo auch die Araber nur 
Sammler waren, wurden in der Mathematik überhaupt, und also auch in der Mecha- 
nik, keine wesentlich neue Theorien entdeckt. Nach der Wiederherstellung der Wis- 
sansihalben dauerte die reingeometrische Behandlung aller mathematischen und also 
auch der mechanischen Lehren noch Jahrhunderte lang fort, bis durch Einführung des 
niederen und höheren Galculs eine unerschöpfliche Quelle von Entdeckungen für die 
Mechanik eröffnet wurde. Während die Engländer, bis auf Newton und Maclau- 
rin herab, mitten in der Bearbeitung der schwieriesien Theorien die Vorliebe für die 
antike Methode noch immer lebhaft durchleuchten liefsen, entfernten sich die Franzo- 
sen, und nach ihrem Beispiel die Deutschen, imıner mehr davon, und lösten zuletzt 
alles so sehr in Calcul auf, dals in Werken wie Laplace’s Mechanik des Himmels 
durch die gänzliche Abwesenheit aller geometrischen Zeichnungen die antike Methode 
den Todesstofs erhielt. Die von der Mitte des 17ten Jahrhunderts an auf einen lethar- 
gischen Schneckengang folgenden Riesenschritte in der Ausbildung der Mechanik haben 
bis auf die neuesten Zeiten die Ansicht begünstigt, dafs die reingeometrische Methode 
sich mit der weiteren Ausbildung der Wissenschaft nicht vereinigen lasse. Von der 
andern Seite ist aber die höhere Mechanik für Anfünger unzugänglicher geworden, weil 
die grofse Schwierigkeit im Abstracten des Calculs, im Gebrauch des Negativen, Ima- 
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einären und Unendlichkleinen nicht nur viele Köpfe abschreckt, sondern auch nach 
ihrer wahren Bedeutung gar nicht wit Worten deutlich gemacht wos kann *), und 
nur von auserwählten Geistern nach langem Kampfe, ch Durchbrechung der Schale, 
durch die angestrengteste Thätigkeit des inneren Anschauungsvermögens und durch Erra- 
then, in vollendeter Klarheit aufgefalst und fortgebildet wird. Bei diesen Umständen 
mufs uns ein Mittel willkommen sein, die wichtigen Sätze der reinen und angewandten 
Bewegungslehre in absolut anschaulichen und handgreiflichen Schlüssen allen denjenigen 
zugünglich zu machen, welche überhaupt die szene der Maihematik aufzufassen 
fühig sind, und das ia kein andres als die Übertragung der antiken, reingeometrischen, 
streng S syuthetischen Methode auf die neueren Fortschritte der W issenschaft, und nament- 
lich auf die Mechanik. Meine im vorigen Jahre bei Kummer in Zei st herausge- 
eebenen mathematischen Abhandlungen sollten einen ersten Versuch abgeben, die Mös- 
lichkeit einer solchen | bertragung #er antıken Methode auf die höhere Mathematik 
überhaupt zu zeigen, Was ım Anhanee des genannten Buchs sich speciell auf höhere 
Mechanik bezieht, erscheint in dem angekündigten Werke, welches übrigens auf die 
erwähnten Mr ET Abhandlungen keine Beziehung hat, sondern als ein Gan- 
zes für sich verstanden werden kann, weiter ausgeführt, so dafs darin viele im erste- 
ren Werke erregte Hollnungen, welche zu Zweifeln Veranlassung geben konnten, rea- 
lisirt sind. An diesem zuletzt bearbeiteten und im künftigen Jahre erscheinenden 
Werke, welches sich die strenge logische und geometrische Consequenz des Eucli- 
des zur H: r t- Aufgabe gemacht hat, war wegen des innern Zusammenhanges des 
Systems unverinei dlich ‚ vieles, was nach Inhalt und Methode bereits bekannt und na- 
mentlich in ap tons Principiis philosopkiae naturalis mathematicis und anderen älte- 
ren \WVerken auf älinliche Weise da sestellt ist, mit aufzunehmen; doch kommen auch 
erg dene von Newton noch nicht bensbaitete Theorien vor, weiche sich, wie der 
Eıfolg lehrt, leicht an die antike Methode anschmiegen, so unwahrscheinlich dies auch 
manchem auf den ersten Dlick dünken möchte. So habe ich allen Grund zu vermuthen, 
dals die in Euler’s T’heoria motuum corporum solidorum seu rigidorum, und später 
im Laplace und vielen anderen Werken arithmetisch und analytisch entwickelte 
Lehre von der drehenden Bewegung fester Nörper, von den Haupt- Uimdrehungs - Axen 
und den darauf bezüglichen peı riodischen Schwankungen sich selbst übselaibame roti- 
render Nörper, hier zum erstenmal reingeometrisch und synthetisch bearbeitet erscheint. 


Um die heinheit ‚der geometrischen Methode zu erhalten, habe ich die Be- 
eriffe von R RER, Geschwindigkeit, Masse, Moment u. s. w. ohne physica- 
lische Beimischung, auf reinm: Be tischen W ege und so definirt, dafs der erklärte 
Bearifi jedesmal eine willkürliche Coinbination einfacherer reingeometrischer Be- 
orilfe erscheint, und nachher in Anmerkungen gezeigt, wie diese scheinbar willkürlich 
construirten Begrifle sich in der Natur wiederfinden; ich bin hierin dem Beispiele La- 
Q range’ s in seiner Ilccanigue analytique gelolgt, und habe mich, in der Erwägung, 
lafs wir nie dem innern Wesen der Naturkräfte auf den Griwä kommen können, 
nicht entschlielsen können, den Ansichten derer beizutreten, welche sagen, dafs man 
in der theorelischen Mechanik, nach dem Beispiele von Newton, Laplace und 
andern. von dem uhysicalischen Begriffe der Kraft ausgehen müsse, welcher, zu An- 
fang des Systems hingestellt, doch immer nur eine vage und unbestimmte Definition 
zulälsi. Bei diesem von mir befolgten Gange, welcher sich nicht bemüht die inneren 
Kräfte, sondern nur die Gesetze der Naturerscheinungen kennen zu lernen, verlie- 
ren die sogenannten physicalischen Grundgesetze der Bew egung alles räthselhafte An- 
sehn; der Grundsatz des Beharrungsvermögens: „‚Jeder Körper verbleibt so lange im 


*) Leider treffen diese und ähnliche Vorwürfe den Calcul, wie er ist, nnr zu sehr. Wäre 
er aber, wie er sein sollte (nnd könnte, so würde er eben so klar sein und wahrlich nicht 
tchr Abstractionen erfordern als irgend eine andere Theorie der Mathematik, oder irgend eine 

lere Behandlungsart ihrer Untersuchungen. Anm, d. Herausg. 
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Zustande der Ruhe oder der geradlinigen und gleichförmigen Bewegung, als keine Kraft 
auf ihn wirkt,” geht nun in eine blolse Definition über: „So lange ein Punct im Zu- 
stande der Ruhe oder der zeradlinigen und gleichförmizen Bewegung verharrt, sagen 
wir, dafs keine Kraft auf ihn wirke,” u. s. w.; der Streit hinsichtlich des Maalses 
der Kräfte, ob sie den Geschwindigekeiten oder den Quadraten der Geschwindigkeiten 
proportional seien, wird nun ganz umgangen, und selbst der Lehrsatz vom Parallelo- 
sramm der Kräfte nimmt die Gestalt einer blofsen Definition an. An die Stelle des 
Unendlichkleinen habe ich überall die Betrachtunge der ersten und leizten Verhältnisse 
treten lassen, dabei aber wo möglich noch mehr als Newton in seinen Principüs 
auch den Ausdruck des Unendlichkleinen zu vermeiden gesucht; ich »laubte aul 
diese Art dafür zu sorgen, dals auch denen, welche noch nicht in Betrachtungen dieser 
Art geübt sind, die Anschauung keinen Augenblick verloren gehe. Dies Unternehmen 
ward am schwierigsten da, wo die an der Bewegung blofser Puncte entwickelten Ge- 
setze auf die Bewegung fester Körper übergetragen werden sollten; denn da komm 
aufser den bisher namhaft gemachten Streitpuneten auch noch der Kampf des altomı- 
stischen und dynamischen Systems zur Sprache, und die Schwieriakeit wird noch mehr 
dadurch vermehrt, dafs der Atomist seine Atome doch auch immer als Körper und 
nicht als geometrische Puncie zu betrachten und daher gewissermnlsen sich selbst zu 
widersprechen gezwungen ist, der Dynamiker dagegen, bei der Übertragung der an 
discreten Puncten entwickelten Bewezungseeseize auf die Bewezung stelig auszeiullte: 
Körper, einen Sprung in den Schlüssen unter keiner Bedingung vermeiden kann, 
Indem ich mich aulser Stande fühlie, mich mit den Widersprüchen des atomislischen 
Systems auszusöhnen, habe ich bei dem von mir befolsten Gange die erwähnten 
Sprünge nicht verheimlicht, und zu diesem Behufe eben so viele Annahmen, al: 
Sprünge unvermeidlich wraren, nach Art der physicalischen Annahmen des Archi- 
medes, hingestellt, und mich hinterher in Anmerkungen auf die Erfahrung berufen, 
wodurch die aus jenen Annahmen gezogenen Schlüsse bestätigt werden; ich habe in- 
dessen, um auch hier die reingeoinetrische Methode möglichst zu erhalten, die Anzahl 
dieser Annahmen auf das möglichste Minimum redueirt, 

Nach diesen Auseinanderseizungen über Tendenz und Methode des ancekün- 
disten Werks möchte über den Inhalt noch folgendes zu bemerken sein. Dem Titel 
entsprechend, wonach blofs Anfangsgründe der höheren Mechanik gegeben wer- 
den sollten, kann es keineswegs der Zweck dieses \Verks sein, alles zu umfassen, 
was zur Statik und Mechanik gehört, oder ein geschlossenes Ganzes zu bilden; es 
sollte nur der Anfang eines Systems sein, welches sich hinterher in demselben Geiste 
wird weiter foriführen lassen. Überdies setzen diese Anfansseründe sich noch engere 
Schranken, indem nemlich die Rücksicht der Anwendung auf Astronomie vorwäl- 
tet. Ich habe mich bei der Ausarbeitung im Ganzen von Laplace’s Mechanik des 
Hımmels leiten lassen. Bekanntlich umfafst dieses unsterbliche Werk in seinem er- 
sten Buche die allgemeinen Gesetze des Gleichgewichts und der Bewezung, welche 
in den folgenden Büchern speciell auf die Himinelskörper angewandt werden. Die 
im ersten Buche entwickelten allgemein - mechanischen Theorien auf reingeometrischem 
und streng synthetischem Wege herzuleiten, ist der Hauptzweck des angekündigten 
Werks, und es ist auf diese Art alles, was im ersten Buche des Laplace enthalten 
ist, mit Ausnahme dessen, was sich auf Flüssigkeiten bezieht, und überdies noch 
inanches aus dein zweiten Buche und anderes, was sich nicht in Laplace’s, son- 
dern in Poisson’s Mechanik befindet, in einem Uimfange von etwa 30 Bogen in 
Octav, welche übrigens die Theorie des conischen Pendels und der rotatorischen Be- 
wegung fester Körper noch vollständiger als Laplace und Poisson enthalten, dar- 
gestellt, so dafs dabei zuin Verständnifs nichts als die Elemente des Euclides und 
einige Sätze des Archimedes und Appollonius, auf welche ich im Verlauf der 
Schrift öfters verweise, dagegen aber nichts von dem Theorem der neueren Arithme- 
tik, Algebra und Analysis vorausgesetzt wird. Folgende Übersicht des Inhalts möchte 
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vielleicht das Publieum im Voraus über den iin angekündigten Werke herrschenden 
Geist gründlicher belehren. 

Das Werk zerfällt in 3 Theile, wovon die beiden ersteren, dem Umfange 
nach die kleineren, nur als vorbereitende betrachtet werden können. Der 1ste Theil 
ist betitelt: Vorbereitende arithmetische Lehren, der 2te Theil: Vorbereitende geome- 
trische Lehren, der Ste: Mechanische Lehren. Die arithmetischen Lehren beziehen 
sich aber nicht auf Aritlimetik im neueren Sinne des Worts, wonach alle Grölsen als 
Zahlen, mit Rücksicht auf eine ein- für allemal festgesetzte Einheit, betrachtet 
werden mülsten, sondern gleichfalls auf die antike Methode, und sind nur ‚desum von 
den geometrischen Lehren abgesondert worden, weil sie, wie die Sätze des 5ten Buchs 
des E uclides, Grölsen überhaupt, und nicht zünmliche Grölsen allein betreffen. Für 
Gegenstände dieser Art ist die Benennung arithmetisch nicht ganz passend; doch 
habe ich bisher keine passendere kurze Benennung auflinden Köeken, Der {sie Ab- 
schnitt des 1sten T'heils enthält eine Vervollständigung der Euclidischen Propor- 
tionslehre, welche als Grundlage der ganzen antiken Methode betrachtet werden kann. 
Der 2te Abschnitt behandelt die arithmetischen und geometrischen Reihen, sowohl be- 
grenzte als unbegrenzte, und deren Summirung, soweit diese Theorie in der Mecha- 
nik angewandt wird. Der Ste Abschnitt betrachtet die convergirenden Reihen allge- 
meiner, besonders diejenigen, welche aus dem binomischen Lehrsatze hervorgehen, 
doch nur so weit, als späterhin in diesem Werke davon Gebrauch gemacht wird. Im 
4ten Abschnitt, welcher überschrieben ist: Von den Facultäten, werden gewisse aus 
dein Binomial- Theorem hervorgehende merkwürdige Sätze auf antike Arı bewiesen; 
übrigens sind beide Abschnitte, der ötle und 4te, hauptsächlich zur Begründung der 
Theorie des gemeinen und conischen Pendels und zur Herleitung der dabei vorkom- 
menden unendlichen Reihen eingeschaltet. Dice vorbereitenden geometrischen Lehren 
handeln im 1sten Abschnitt von den Tangenten, Norinalen, Krümmungskreisen, Krüm- 
mungshalbmessern, Krüummungs-Ebenen, und Ey olventen bei ım All- 
gemeinen, von einfacher und von doppelter Krümmung; die Begriffe werden scharf 
bestimmt, und die merkwürdigsten Eigenschaften bewiesen; Lehren dieser Art kön- 
nen bei der festen Begründung der ersten mechanischen Grundbegriffe, Geschwindig- 
keit, Kraft, Zusammensetzung der Bewegungen, nicht aufser Acht gelassen werden. 
Der 2te Abschnitt betrachtet speciell die Nrummungshalbmesser der Kegelschnitte, 
und stützt sich vorzüglich auf das Ste Buch der Conica des Apollonius, welches 
von den Grölsten und Kleinsten handelt; dieser Abschnitt wird hauptsächlich bei der 
Theorie der Centralbewegungen und bei der Entwickelung der Keplerschen Gesetze 
angewandt. Der öte Abschnitt ist überschrieben: Vom Schwerpunet zwischen jeder 
beliebigen Anzahl Puncte im Raume. Der Schwerpunet wird hier reingeometrisch 
und ohne alle physicalische Beimischung definirt, und dann die von Laplace be- 
schriebene Methode, den Schwerpunct zwischen jeder Anzahl gegebener Puncte in 
Beziehung auf 3 feste Ebenen oder in Beziehung auf 3 feste Pancte, die nicht in ge- 
rader Linie liegen, zu bestimmen, auf antikem Wege bewiesen. Der 4te Abschnitt: 
Von den goriometrischen Linien, entwickelt hauptsächlich diejenigem Reihen für die 
Sinus ner Cosinus vielfacher Bogen und für die Potenzen der Sinus, welche zum Be- 
weise der unendlichen Reihe für die Zeit einer gemeinen oder conischen Pendel- 
schwingung dienen, mit Vermeidung der Begriffe des Negativen und Imaginären; die- 
ser Abschail stützt sich vorzüglich auf den "ten Abschnit! des ersten Theils. Als- 
dann folgt noch ein kleiner, Ster Abschnitt: Von der Cykloide; es wird darin die 
Art, an einen gegebenen Punct der Cykloide eine Tangente zu ziehen, ohne Beimi- 
schung des Unendlichkleinen bewiesen, zum Behuf der Theorie der Cykloide als Tau- 
tochrona. Soviel von den vorbereitenden Abschnitten. 

Der 1ste Abschnitt der eigentlich mechanischen Lehren begründet die Begriffe 
der Geschwindigkeit und der beschleunigenden und verzögernden Kraft bei einer Be- 
wegung, insofern nicht darauf gesehen wird, ob sie geradlinig oder krummlinig ist. 
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Auch wird darin die vollständige Theorie der von der Schwere getriebenen, senkrecht 
abwärts fallenden und senkrecht aufwärts steigenden Körper entwickelt. Im 2ten Ab- 
schnitt wird die Begriflsbestimmung der Kräfte insofern vervollständigt, als nun auch 
auf die Zusammensetzungen der Bewegungen lücksicht genommen wird. Der 
Ste Abschnitt, von Centralbewegungen, beweist die 3 Keplerschen Gesetze und ihre 
Umkebrungen ; dann wird das Problema duorum corporum behandelt, die Bestimmung 
der Bahnen zweier sich gegenseitig nach dem Gravitationszesetz anziehender Puncte; 
zugleich wird diese Theorie insofern erweitert, als nun sogleich das Theorem von der 
Erhaltung der Bewegung des Schwerpuncts zwischen einer beliebigen Anzahl sich ge- 
genseitig anziehender Puncte daran geknüpft wird. Zur Begründung des Satzes, dafs 
die Kepierschen Gesetze nicht für blolse Puncte allein, sondern auch für Kusel von 
gleichförmiger Dichtigkeit oder für solche Kugeln gelten, deren Dichtigkeit in gleichen 
Entfernungen vom Mittelpuncte allemal gleich ist, dient des $te Abschnitt; weil aber 
die Betrachtung fest mil einander sudbundense Pun ıcle, welche durch Anziel ‚he n und Ab- 
stofsen auf einander wirken, bis dahin noch nicht vorpikammmen ist, so beschränkt sich 
dieser Abschnitt auf die Betrachtung des Falls, wo vorausgesetzt wird, dals eine Kugel 
einen blofsen Punct anzieht. Der te Abschnitt handelt von Bewegungeu auf vorge- 
schriebenem Wege, sowohl im Allgemeinen, als auch speciell und mit möglichster Aus- 
führlichkeit vom gemeinen und conischen Pendel, überhaupt von der Bewegung eines 
von der Schwere getriebenen Puncts in einer vorgeschriebenen Nugellläche oder 
kloide, wobei auch die für diese Bewegungen geltenden unendlichen Reihen auf an- 
tikem Wege bewiesen werden. Vom 6ten Abschnitt an beginnt die Lehre vom a ich- 
gewicht und der Bewegung eines Systems von Puncten, welche nach einem beliebi- 
gen Gesetz, doch mit Beobachtung des Princips der Gieichhei der Wirkung und Ge 
genwirkung, auf einander wirken. Voran steht das Prineip der virtuellen Geschwin- 
digkeiten; ich habe mich bemüht, dieses, so wie die Umkehrung desselben, in antiker 
Form auszudrücken und nach antiker Methode zu beweisen. Daran kuüpft sich die 
Theorie des einarmigen, zweiarmigen und des Winkelhebels, dann die des Gleichge- 
wichts eines Systems fest mil einander verbundener VPuncte, und im ten Abschnitt 
die des Gleichgewichts eines festen Körpers, und sodann im Bien Abschnitt die beim 
4ten Abschnitt noch rückständig gelassene Untersuchung über die Gravitation für den 
Fall, wo beide Körper, der anziehende und angezogene Kugeln sind. Der Vte Ab- 
schnitt entspricht dem Öten Capitel im 1sten Buch des Laplace, und entwickelt die 
allgemeinen Gesetze der Bewegung eines Systems von Körpern, das Princeip der Erhal- 
tung der lebendigen Kräfte und der Winkelfli ichen; auch wird die Theorie der unver- 
Ebene in möglichster Vollständigkeit mit steler Festhaltung der zeo- 
inetrischen Anschauung entwickelt. Der te Abschnitt endlich schliefst sich an das 
Tte Capitel des 1sten Buchs des Laplace, und enthält die Theorie der drehenden 
Bewegung der festen Körper, hauptsächlich für den Fall, wenn auf einen solchen Kör- 
er entweder sar keine äulseren Kräfte oder nur parallele Kräfte, wie die Schwere, 
wirken. Mit der Bewegung um eine feste Axe, weil ihre Theorie die leichtere ist, 
wird der Anfang gemacht, und dabei die Theorie des zusammengesetzten Pendels ge- 
geben. Der Schwingungspunet bei einem zusammengesetzten Pendel wird zur 
Begründung des Begrifls des Moments der Trächeit eines Körpers im Allgemei- 
nen benutzt, welcher Begriff, wenn man die Betrachtung des Unendlichkleinen oder 
das steislstlsche System mess will, schwierig ist (eine Schwierigkeit, die sich 
übrigens auch bei der Begriffsbestimmung des Schwerpuncts eines Körrners findet). 
Die Defikition des Moments der Trägheit eines Körpers wird, so wie die Deßunition 
des Schwerpuncts eines Körpers, nicht reingeometrisch, sondern init Benutzung stali- 
scher und mechanischer Hülfsbegriffe, g gegeben; hinterher folgt indessen ein Versuch, 
das Moment der Trägheit bei einer Kestinsaäte Art von Körpern, nemlich bei Kugeln 
von gleichförmiger Dichtigkeit ( welche auch Laplace im 1. Buch seiner Mechanik 
speciell betrachtet), vermittelst eines der Exhaustionsmethode der Alten ähnlichen Ver- 
fahrens zu bestimmen, Daran schliefst sich denn die Begriffsbesimmung der Haupt- 
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Axen, unter Grundlesung des Begriffs des Moments der Trägheit, übrigens reingeome- 
trisch entwickelt. Auch werden die merkwürdigsten geometrischen Eigenschaften der 
Haupt-Axen, namentlich der Zusammenhang derselben mit den grölsten und kleinsten 
Momenten äse Trägheit, bewiesen. Nun beginnt die Untersuchung über die Bewe- 
eung fester Körper oder fester Systeine von Puneten, für den Fall, wenn nur Ein Punct 
oder eur kein Punet fest ist, und es werden die merkwürdiesten Gesetze der drehen- 
den Bewezung in mö: slichsteg Vollständigkeit und Anschaulichkeit hergeleitet. Voran 
steht der Fall, wo ein Körper sich Um eine Hanpt-Axe dreht; dann folgt die Betrach- 
tunz des Falls, wo ein Körper unzählige in Einer Ebene liegende Haupt - -Axen hat, 
und sich um eine von den Haupt-Axen ei Axe dreht (von dieser Bewegung 
wird eine vollständige Theorie gegeben); endlich wird die Bewegung für den Fall be- 
stimmt, wo der sich drehende Körper nur 3 Haupt-Axen hat, und sich um eine von 
den Haupt-Axen verschiedene Axe dreht. Von dieser kalshesane Bewegung wird zwar 
keine vollständige Theorie gegeben ( welche auch selbst bei Anwendung des höheren 
Calculs, wenn man nicht bei Annäherungen stehen bleiben will, fast mit unüberwind- 
lichen Schwierigkeiten verbunden ist); aber es werden auch die dabei vorkommenden 
periodischen Schwankungen der augenblicklichen Umdrehungs- Axe um die Haupt- 
Axe des grölsten oder kleinsten Moments und um die Axe der unveränderlichen Ebene, 
so wie die Bedingungen des sicheren und unsicheren Zustandes, in möglichster Voll. 
stundigkeit entwickelt, und zuletzt gezeigt, dals die Bewegung nach Ablauf einer Pe- 
riode allemal genau wıe von vorn anlangt. 

inwiefern die hier angekündigte Arbeit, mit Beobachtung der antiken Methode, 
anf schwierirere Gerenstände der Mechanik des Eins nels, auf dasP roblem der 3 Körper 
und den Perturbationscaleul, ausgedehnt werden kann, kann nur die Zeit lehren. 


Einige neuere mathematische Schriften sind folgende: 

C. J. Gauls, Princeipia generalia theoriae figurae in statu aequi= 
hhrii, Goett, 1850. eine wichtige, ihres berühmten Verfassers würdige Schrift, weiche 
ihren Gerenstand in grolser Allgemeinheit umfalst, so dals sie die Laplacesche Theo- 
rie der Gapillarität eleichsam als Corollarıium enthält. 

J. d. Laspari, Lehrbuch der ebenen Geometrie, Coblenz 1829 — 
30. Dieses Lehrbuch zeichnet sich durch die Menge der Übungs - Beispiele, durch 
Sireben nach System und durch Deutlichkeit aus. 

J. G. Hartmann, Elemente der analytischen Geometrie, Ber- 
Jin 1850. Der bis jelzt erschienene erste Band dieser Schrift enthält zwar nur die ersten 
Klemente der Analysis der geraden Linie und der Linien zweiter Ordnung, zeichnet sich 
aber durch Einfachheit und Natürlichkeit aus, und ist deshalb den Lernenden zu empfehlen. 

A. M. Lesendre Theorie des nombres; troisieme ddition, Paris chez 
Didor, 1830. Diese neue Auflage ist fast doppelt so stark als die früheren, od daher fast 
als ein neues Werk des würdigen Veteranen der mathematischen Literatur zu betrachten. 

S. D. Toisson sur le mouvement de deux fluides dlastiques superposds; ent- 
halt eine tiele Untersuchung der schwierigen Aufgabe von Mittheilung der Bewegung 
in elastischen Flüssigkeiten. 

Yon Lacroix fraitd lm. d’arithm. ist die 18te Auflage; von dessen dldm. 
de edom. die l4ie Auflage; von dessen traitd dldm. du calc. diff. et int. die 4te Auf- 
lose; von Bourdon d’arithm. die Auflage, und von dessen d/dmens d’al- 
s+bre die Ste Auflage erschienen. 

Die Annales de mathfmatiques von Gergonne befinden sich jetzt im 21sten 
Bande; von der Correspondance mathematigue et physique von Quetelet ist der 6te 
Band, von der Wiener Zeitschrift für Mathematik und Physik der te Band 
vollendet ‚„ und das Bulletin des sciences mathematiques, physiques et chimiques von 
Ferussac belindet sich im 1öten Bande. Von Gauchy ewercices de mathematiques 
sind jetzt in allem 50 Hefte erschienen. 
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